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l. PROLOGO
La presenteinvestigacion es un esfuerzo por abordar de una forma dialéctica el
estudio de las Probabilidades y la Teoria Estadistica, especificamerd el estudio de
la distribucion binomial negativa 2 (NB2). Esto implica estudiar las distribuciones
de probabilidad en sus conexiones mediatas e inmediatas con otras familias de
distribuciones de probabilidad en términos histoéricos, logico -formales, en términos
de la multiplicidad de marcos tedricos cientificos que ofrezcan las ciencias a la
Teoria Estadistica, asi como tanbién la respectiva multiplicidad de investigaciones
aplicadas derivadas de tales marcos tedricos, todo ello interrelacionado mediante
la I6gica dialéctica. Esta I6gica, aunque aqui no es el lugar en el que se especificara
su significado tedrico, desea elautor si pueda ser comprendida intuitivamente en
su dimension aplicada, en tanto esta investigacion constituye un modesto esfuerzo
por mostrar esta ultima dimension de la dialéctica. Un esfuerzo que el lector
debera juzgar como considere pertinente con bag a un estudio riguroso del
mismo, por lo cual de antemano el autor esta profundamente agradecido porque

comprende las implicaciones de dlo.

Por otro lado, la investigacion esta disefiada para que, en general, un lector que no
desee profundizar en aspectosque son relativamente tangenciales a la
investigacion pueda desenvolverse en ella sin necesidad de recurrir a las notas al
pie. Sin embargo, se recomienda que se revisen y con base en ello se valore si
estudiarlas o no, porgque son en ellas donde, en geneal, reside la crisélida de las

intenciones filosoficas de esta investigacion.

La investigacién posee dos ejes fundamentales. El primero,que es al que aqui se le
ha asignado mayor relevancia, es el estudio de la NB2 como parte de un cuerpo
tedrico mas amplio, especificamente el de los modelos jerarquicos y las mixturas de
distribucion que mas adelante se estudiaran. El segundo de estos ejes
fundamentales es el estudio de la NB2 como distribucion de probabilidad

individualmente estudiada a nivel teérico y co mo distribucién de probabilidad



aplicada a la resolucién de problemas practicos, para lo cual se resuelve un caso
aplicado manualmente, mediante una calculadora y mediante el paquete

estadistico R Studio.

En el transcurso de la investigacion, se va buscan@ una unificacion intuitiva y
|6gica entre la aparicion historica y la construccion matematica de los instrumentos
de medicidn utilizados para modelar el comportamiento de fendmenos naturales o
sociales en condiciones de incertidumbre, es decir, de las difibuciones de
probabilidad. El autor no se limité en esfuerzos por fundamentar con la suficiente
cantidad de literatura filosofica y cie ntifica sus puntos de vista,
independientemente de que algunos puedan resultar (o no) polémicos, asi como
tampoco en que no existan malos entendidos ni buenos entendidos, sino
Unicamente entendidos o no entendidos. Por supuesto, la realidad no esen generd

dicotébmica y tales esfuerzos son un esfuerzo de minimizacion.

Se aborda en diferentes secciones lo relacionado con el TeoremaedBayes y el
Bayesianismo Objetivo, con la finalidad de unificarlo dentro del cuerpo légico de la
Dialéctica Materialista ; sobre ello se hace particular hincapié en los anexos de esta
investigacion. Asi, el espiritu que anima esta investigacion escontribuir a los
esfuerzos deJBS Haldane, Richard Levins,Andrei Kolmogorov, Anatoliy
Skorokhod, Richard Lewontin, Stephen Jay Gould, Lev Landau, M. M. Rosental, P.
F. ludin, Nikolai Bujarin, Roman Rosdolsky y otros pensadorespor la

consolidaciéon del Marxismo como Filosofia de las Cienciag.

10Soviet scholarship has pr oduc etibnsanrhe bBistooyrofmo u s
science. Only a small part of this output has been cast within the framework of carefully and
consistently elaborated Marxist theory. The search for such a theory has been an exceedingly slow
and unending -process, kept off a steady course by a rapid succession bmethodological turns,
thematic shifts and (Mudnil, 1982). Estoséd puade dear paractads el 6
Marxismo actualmente, lo cual es debido en parte a que el nicleo filoséfico del Marxismo no esta
bien definid o y si el lector consulta la historia sobre la obra de Marx (en particular de las
condiciones de publicacién del Tomo Il y del Tomo Il de El Capital asi cono también de los
Grundrissey de Teorias Sobre la Plusvaliaprofundiza un poco en ello a nivel teérico, comprendera
lo que aqui se afirma.

nvent or



Existen visiones que, aunque no explicitamente dialécticas, tienen la suficiente

riqgueza para incorporarse a una vision dialéctico-materialista de las Probabilidades

y la Teoria Estadistica. Un ejemplo contundentede ello se encuentra en(Feller,

1968, pagsi-3). En | a |l ocalizaci-n rethisai da se se¢fal
mathematical discipline with aims akin to those, for example, of geometry or

analytical mechanics. In each field we must carefully distinguish three aspects of

the theory: (a) the formal logical content, (b) the intuitive background, (c) the

appli cations. The character,and the charm, of the whole structure cannot be

appreciated without considering all three aspects in their proper relation.6 Lo

anterior brinda una idea al lector de la i mportancia filosofica del prélogo de la

célebre obra deWilli am Feller, sin embargo, debe hacerse una aclaracion.

Segun Feller los 3 aspectos anteriores deben estar lo sufientemente separados
como para generar un divorcio entre si, de tal forma que implica que deben
tomarse en cuenta sin una unificacion légica y eso en términos de esta
investigacion resulta profundamente equivocado y se ha considerado necesario
sefalarlo; cano se sefialard mas adelante, incluso cientifico que descubriéinventd
la técnica de Bootstrap ha demostrado que existen diversos casos (y no 8lo €l, sin
embargo, no se profundiza en ello en esta investigacion) en que el enfoque
filoséfico que se le da a ks probabilidades define la interpretacion y validez de un
resultado. A excepcion de esa salvedad, el prélogo de Feller proporciona insumos
valiosos para comprender la riqueza filosoéfica, tedrica y aplicada de la Estadistica
en todas sus manifestaciones. ©do ello con la finalidad de mostrar que el divorcio
entre Filosofia de la Estadistica, Estadistica Matematica y Estadistica Aplicada no
es enlo absoluto aceptable y que no existe nada mas practico que la Filosofia, si

esta es verdaderamente cientifica.



Il. LA SERIE GEOMETRICA , EL TEOREMA BINOMIAL Y LA SERIE
BINOMIAL NEGATIVA

II.I. Antecedentes Histéricosntuicion y Aplicaciones Mdernas de la Serie Geométrica
La serie geométrica es una de las sumas infinitas mas conocidas y de amplia
utilizacién en diversas ramas de las ciendas naturales y sociales.Los fundamentos
histéricos que dan origen al nacimiento de esta serie poseen profundas raices
filosoficas y cientifico-aplicadas, especificamente en la filosofia y practica cientifica
de la antigua Grecia. Es en la Proposicion 35e la célebre obraElementogle
Euclides? donde aparecen las bases tedricas que después evolucionarian hasta

devenir en la serie geométrica que conocemos en la actualidad. Sin embargo, la

2Véase(Joyce, 2014)



serie geométrica también esté intimamente relacionada con las paradjas del
movimiento de Zendn y el nacimiento del Calculo Diferencial e Integral, asi como
también del Analisi s Matematico (que puede verse comouna generalizacion del
primero mediante el uso de desigualdades -con todo lo que ello implica a nivel
filosofico e instrumental -), puesto que las disciplinas anteriormente expuestas son
el establecimiento logico-formallo que un matem8tico || amar 2 a
de la respuesta de Aristételes (padre de la LogicaFormal, por cierto) a las
paradojas de Zendn: Una suma infinita de elementos puede tener una existencia
finita. Tanto el Calculo como el Andlisis muestran que Aristételes tenia razon, pero
no explican por qué, lo requiere un conocimiento de la estructura de los nUmeros
reales que actualmente parece que no se poseég reflexionar sobre ello escapa a los
objetivos de esta investigacion.En relacion a este ultimo vinculo histérico, fue
Arquimedes quien utilizo esta serie (en términos de suma) para calcular un area
comprendida entre una pardbola y una linea recta; esta aplicacion tenia como
l6gica orquestadora de fondo el célebre Método por Agotamiento de Arquimedes,
que es el método de calculo de areas y volumenes que evolucionaria después en lo

gue conocemos ©omo Célculo Diferencial e Integral.

La intuicién detras de la serie geométrica es ser una sucesion en el que cada
término es un promedio geométrico de su sucer y su antecesor, tal y como se

muestra en lafigura presentada a continuacion:

Figura 1

3 Prueba de ello es la Hip6tesis del Continuo de Cantor que sigue sin demostrarse (o refutarse)
desde su aparicion a finales del Siglo XIX.



A very beautiful and illuminating geometrical illustration of this conver-
gence is given in Carslaw’s Plane Trigonometry. Take a line-segment 04 of
unit length, and draw OPF of gradient x and AP of gradient 1, meeting at
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P. Then OA, AB, BC, CD, DE, EF, etc.,drawn successively at right angles,
have the values 1, z, , 2% 2% 2% ete. Draw PN perpendicular upon 04 pro-
duced. Then OX is the limit of the sum 142+42%+..., and denoting this

by s, NP=3s-1. Clearly s—1=uxs; whence s=lLr=f. The remainder

2" f may also be obtained directly from the figure.

Fuente:(Stack Exchange, 2015)

Conforme las Matematicas y sus aplicaciones evolucionaron en el tiempo, la serie
geomeétrica fue objeto de distintas generalizaciones y fue encontrando cada vez
mas aplicabilidad en las practicas cientificas y técnicas de la humanidad. En la
actualidad, la serie geométricaes una herramienta valiosa para resolver problemas
cientificos de distinta complejidad y tipo, entre los cuales estanla estimacion del
valor del dinero en el tiempo en Finanzas, el calculo de perimetros, areas y

volimenes de objetos geoméricos auto-similares en el estudio de Fractales, en la



estimacion de decimales peridédicos en Métodos Numéricos, en el estudio del

crecimiento de poblaciones en Biologia, entre muchas otras.

[I.11. Deduccién del Teorema Binomial a partir de la Serie Geomét

Como se sabe, la serie geométrica puede representarse de la siguiente forma:

Si se calcula la derivada de esta serie con respecto a X, se obtendria:

2 p p
Qowp P W

@
Qe ©

T~ p
Qo —_— q
P W
Es un resultado ampliamente conocido que a medida se incrementa el orden de
derivacion se ve cada vez de forma mas clara el patron que resultante de esta

derivacion. Asi, la n-ésima derivada de la serie geométrica toma la forma:

— MO p Q¢80 & ¢

Noétese que, por un lado, la identidad (3) es la generalizacion de la identidad (2),
mientras que por otro lado en la identidad (3) se conserva la condicibn s p, asi

como también ¢ N &, lo que puede verificarse por induccion mate matica.

Por otro lado, un resultado ampliamente conocido del Célculo Fraccional es la
identidad expuesta a continuacion, la cual expresa el concepto de la Résima

derivada de w :

|
e
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Evidentemente la expresion anterior sélo puede tomar valores discretos puesto que
se estableci6 & condicion € N & sobre el objeto matematico que se esta trabajando.
Sin embargo, es también evidente que en el anabis de los fenbmenos naturales y
sociales lo finito solo tiene sentido si es puesto en unidad con lo infinito, en una
unidad que expresa la subsuncion formal y real de lo finito por lo infinito (de las

partes por el todo4). Por tanto, vamos a asumir que la expresion (4) es valida

también parae N 4.

Por tanto, si se asume que la expresion (4) es valida para N s, es posible ampliar

el dominio d e la serie geométrica a los reales de tal forma que:

Q | 06 Q (N ﬁ Q [N
Qo @ e’ T cA Qe T oA’
Por tanto, es valido asumir ques:
Q 3 A
- P S p h EN 4 v
Quwp w p W

4 Si hablar de una lucion a la Hipétesis del Continuo es una tarea ardua y casi seguramente una
mision imposible (hasta donde Gédel comenté y nadie ha refutado -o confirmado - desde otro punto
de vista), unificar a Comte y a Marx es seguramente una mision imposible (aunque una grata
fortuna, en este caso), sin embargo, es innegable que el principio de la supremacia del Todo sobre

|l as partes de August Comtestiiecedse@noiaombréai demoMar x
Marxista mas primitivo podria expresar objecion algu na. Esto prueba (en consonancia con la
Hipotesis del Continuo en Matematicas, la Hip6tesis del Medio Continuo en Mecanica de Fluidos,
del Axioma de Eleccion en Metamatemaéticas, entre otros) que la continuidad como una envoltura
del Todo sobre las partes (qie esta conformado con el Todo) es un elemento de trabajo analitico
involuntariamente irrenunciable en cualquier filosofia casi seguramente cientifica (estan las
excepciones como el Positivismo) y este rasgo en el caso Marxista a nivel de la Economia Poiéa
(0S-1 o0 el tr aduanodeseque gadanclwe dl aapitdl, pero subsumido por el trabajo y
por ello concebido como trabajo pretérito-, que es paa dicha topologia su longitud caracteristica r)
tiene sus origenes en Hegel, en cuyo sistema la kpotesis del Continuo tiene nombre y apellido: la
Idea Absoluta, concepto que mas familiarmente al menos una vez hemos llamado casi seguramente
cualquiera de nosotros como Dios o0 algun isomorfismo cultural del mismo.

5Véase(Hil fer, 2010) especificamente las identidades 2.5y 2.7 de las secciones 2.1.2y 2.1.4
(tituladas Euler y Liouville ) en las paginas 8 y 10 del documento eleatdnico, respectivamente para
todas las referencias duales realizadas.



Lo anterior a su vez es equivalente a decir:

¢ pAﬁ

MO p Q¢80 & ¢ 5

EN A 0]
Notese que (6)puede asumirse como verdadera, que es solamente el resultado de
una manipulacién algebraica y sustituciones realizadas en (5), las cuales son
validas por las propiedades lineales del operador diferencial y porque se definio
que las identidades previas eran aplicables al dominio de los reales. La identidad
anterior puede entendersecomo una aproximacion a la tasa de cambio
infinitesimal a la que una serie geométrica varia desde su punto inicial hasta su
punto final; por definicion tal proceso evolutivo del fendmeno representado
mediante el desarrollo de la serie geométrica(expresado este ultimo

matematicamente como una expansion) se encuentra comprimido en el resultado

—, que es el resultado del desarrollo de la serie geométrica hastab.

De lo anterior se desprendeque, multiplicando a ambos lados por ——;que:

p T~ 7 T~ ) \ ‘N
—épAQQpQQSQscm —pd)hssax

Realizando otra manipulacion algebraica se obtiene:

MO p Q¢80 ¢ ¢ w . L
- : h N
Y w eEN A ]

Notese que en la surma anterior todos términos que corresponden a los indices™Q
¢ ¢ soniguales a cero debido a la estructuradeQQ p Q ¢ 8 QO ¢ ¢

gue siempre involucra sustraer 2 unidades del término k-ésimo. Por tanto, el
primer valor "Qque tendra la caracterigica de no-nulidad sera Q ¢ p .Sise

establece que el coeficiente den se denotard comoo0 , es decir,0

8

, entonces:



P @ 6 @ h ROiIGh: pv p w

Lo anterior implica que el primer término de la serie es 1, lo que essimilar al

resultado conocido en la seriegeométrica cuando no arranca en cero, sino en algun
otro valor. De ello se desprende que cuandoQ &y &6 &, entonces§  ——.

Asi, resulta intuitivo generalizar la I6gica anterior para estimar 0 cuando el

contador esiguala®@ ¢ i:

. EE p e ¢8 ¢ i
o} -

. h foilomn
I pA d

Si se sustituyen cada uno de los términos obtenidos en(8) o en (9), tales
identidades se pueden re-expresar en los siguientes términos:
EE p EE p € C

W EW —w - w E
Y p C oA

Asi, si se sustituyenwpor @y € por ¢, se obtiene:

P ® p & c » E p Tl

Puede observarse que para los valores impares siempre existe un signo negativo
para @ , por lo que es posible reexpresar el objeto matematico anterior. Por
ejemplo, en el tercer término de (10) setiene ¢ € p & ¢ yesposiblere-
expresar este comporente de (10)como € € p € ¢ ylaforma negativa de
w (esdecir, ) permite,gracias a su signo negativq cancelar el signo negativo
gue queda fuera de los paréntesisen ¢ &€ p €& ¢ .Porotrolado, para
términos pares, por ej0065mplo, paraelcasode ¢ €& p,esvalido re
expresarlo bajo la formae € p ycomo no existe para las potencias pares el signo
negativoen w (porque p p), entonces finalmente se obtiene el resultado

del Teorema Binomial:



E & p . E &€ p & C .
L\ . W
CA oA

mh

PO p pp

[L.IIl La Serie Binomial Negativa
Como se sefiala enWeisstein, MathWorld, 2020), si la identidad (11) se generaliza
re-expresandola en términos de una sustitucion de p por @y de € por ¢, se

obtiene:

Pod R foiod @ © pq

. LA DISTRIBUCION BINOMIAL NEGATIVA COMO

MARGINALIZA CION DE UN MODELO JERARQUICO DE TIPO
MIXTURA DE PROBABILIDAD BINOMIAL -POISSON -
EXPONENCIAL

[11.1. Definicion de Probabilidad

Aunque este no es el contexto éptimo para hablar a profundidad de la Filosofia de

la Estadistica,esa mp | i ament e ¢ o n deche that that theeconzdpteok p i

probability is such a common and natural part of our experience , no single

scientific interpretation of the term probability is accepted by all statisticians,

philisophers, and other authoritie s . ([@eGroot & Schervish, 2012, pag. 2)

Sin embargo, a pesar de ello las probabilidades son computacionalmente validas

(tanto a nivel teérico como empirico) gracias al marxista soviético Andrei



Kolmogérov ¢, que bajo una @mncepcion filoséfica objetiva de la realidad (que
implica que el azar existe Unicamente como recurso epistemoldgico) les
proporcion6 un fundamento topoldgico y axiomatico para su estimacion en la obra
(Kolmogérov, 1956), especificamente establecid los axiomagpara su calculo de la
pagina 2 a la 3, de la pagina 3 a la 5 estableci6 las relaciones de tales axiomas con
los datos experimentales y en adelante su obra es eminentemente topoldgica y

analitica.

En (DeGroot & Schervish, 2012, pag.5)s e pl antea que O0This theory
can be usefully applied, regardless of which interpretation of probability is used in

a particular problem. 6, sin emiCaandpse est o es
estudia el fendbmeno de manera lo sificientemente profunda la relevancia de las

diferencias entre las distintas definiciones filoséficas de probabilidad cobra

6 Esta investigacion no versa sobre Historia de las Matematicas, sin embargo, con conocimiento de
causa de lo polémico que puede ser la afirmacién anterior en una sociedad de clases caplista,
simplemente debe referirse el lector a(Eremenko, 2020) Ahi se encontrara que la vision filoséfica
de Kolmogorov era dialéctico -materialista. De hecho, su definicion de Mateméticas es la misma que
Engels enDialécticade la Naturalezaafiadiendo a ella la Logica Mateméatica. Emerenko cita
fundamentalmente tres documentos. El primero y el segundo son las versiones en ruso
(http://www.m athnet.ru/links/8cdd5dd921cd8a51ba9423f541a3118c/ppi67.pdf ) y en inglés
(https://link.springer.com/article/10.1134/S0032946006040107 ) de la investigacion de

Kolmogorov cuyo titulo traducido al espafiol es Controversias Contemporaneas Sobre la Naturaleza de
las Mateméticasrespectivamente; mientras que la tercera esuna investigacion publicada un viernes
22 de enero de 2016 por la Universidad de Ulyanovsk en Rusia, cuya autoria corresponde a los
profesores Baranets and Veryovkin, la cual puede encontrarse en el portal de la pagira web de la
institucién referida bajo la siguiente direccion:

http://staff.ulsu.ru/baranetz/files/2011/06/baranec verevkin koncep matemat kolmogorova .pd
f. Ademas, es bien conocido que Kolmogorov (por la investigacion de él ya referida), aunque
decantado intuicionista, rechazaba las visiones extremas del intuicionismo y del formalismo de
Hilbert, que va de la mano con que en la Union Soviética predomin 6 de forma sumamente
generalizada el Constructivism o Matematico, mucho después de que la caceria ideoldgica que hizo
Stalin terminara, mucho después de la muerte del tirano incluso. Tanto asi que hasta la fecha es la
corriente filosofica que domina las Mat ematicas en Rusia y sus otrora paises satélites y el ello
puede dar cuenta el lector si traduce las paginas de Wikipedia en ruso referentes a Filosofia de las
Matematicas, Matematicas y Estadistica (sean tdpicos de Estadistica Matemética o Estadistica

Apli cada), pero también existian fuertes raices constrativistas antes de la caceria y mucho antes
que el constructivismo se conociera como tal, y es que el lector debe recordar que la primera
Escuela de Matematicas en Rusia fue fundada por el ilustre matematco Leonhard Euler en lo que
conformé la segunda etapa mas productiva en el curso de sus investigaciones (la primera ocurrié en
Alemania), particularmente en Moscu. Luego de ella seria nutrida por intelectuales y filésofos de la
talla de Lobachevski y Chebyshov.



http://www.mathnet.ru/links/8cdd5dd921cd8a51ba9423f541a3118c/ppi67.pdf
https://link.springer.com/article/10.1134/S0032946006040107
http://staff.ulsu.ru/baranetz/files/2011/06/baranec_verevkin_koncep_matemat_kolmogorova.pdf
http://staff.ulsu.ru/baranetz/files/2011/06/baranec_verevkin_koncep_matemat_kolmogorova.pdf

relevancia y cuenta de ello puede dar Bradley Efron, fundador de la técnica de re-
muestreo conocida como Bootstrap y especialista enla utilizacion de métodos
geomeétricos en la resolucién de problemas de aplicacion,en su investigacion
(Efron, 1978) Esta investigacion puede sintetizarse de la misma forma en que el

autor de la misma lo hace:

0St at i gefinitiors is unintgrested in the special case. Averages are the meat
of statisticians, where "average" here is understood in the wide sense of any
summary statement about a large population of objects. "The average 1.Q. of a
college freshman is 109" isone such statement, as is "the probability of a fair coin
falling heads is 1/2." The controversies dividing the statistical world revolve on the
following basic point: just which averages are most relevant in drawing inferences
from data? Frequentists, Bayesians, and Fisherians have produced fundamentally

different answers to this question.

This article will proceed by a series of examples, rather than an axiomatic or

historical exposition of the various points of view. The examples are arti ficially

simple for the sake of humane presentation, but readers should be assured that real

data are susceptible to the same disagreements. A counteiwarning is also apt:

these disagreements haven't crippled statistics, either theoretical or applied, and

have as a matte of fact contributed to its vitality. Important recent developments,

in particular the empirical Bayes methods mentioned in Section 8, have sprung

directly from the tension between (Effore Bayesi
1978, pag. 232)

Establecido lo anterior, aqui se trabajara bajo una definicién de probabilidades que
se considera la nocién basica de probabilidades sobre la que se debe trabajaon el
fin de alcanzar una unificacion filoséfica d e todas las Esaelas de la Filosofia de la
Estadistica sin ambigtiedades Por supuesto, la definicién es en su estado actual

aun insuficiente, por lo que deben hacerse algunas especificacioneal respecto.



En primer lugar, la definicion que se presentard no incluye la Teoria de las

Posibilidades (que es un desarrollo reciente en el analisis de la incertidumbre y no

difundido de forma amplia), no permite tener completa claridad sobre en qué

condiciones alguna de las corrientes aplica o no, asi como tampoco specifica bajo

qué condiciones puede variar la aplicabilidad de tales enfoques. Sin embargo, si

permite desterrar el concepto de subjetividad vista como una mera opinién, que

tan difundido esta entre los espiritus metafisicos que practican la Estadistica,i.e.,

bayesianos subjetivosradicales. Con ello, permite sustituir en tal nocion subjetiva

el ver la probabilidad como una mera opinién por ver esta subjetividad como un

criterio -experto basado en su conocimiento sobre el fenébmeno estudiadoy

fendmenos similares (de la misma familia de fenomenos), la informacién

disponible sobre dicho fenbmeno y fenbmenos similares (aunque sea poca o0 muy

poca) y demas criterios subjetivos que tienen un fundamento eminentemente

objetivo. Antes de pasar a expmer la definicion, es necesarioaclarar lo que aqui se

quiere decir con que el azar es sélo un recurso epistemoldgico y para ello se

retomard parcialmente la concepcién de Poisson sobre el azardThe law of large

numbers is noted in events which are attrib uted to pure chance since we donot

know their causes or bec a(Psissont20l8,pagal6)d t oo co
manera de comentario del traductor se sefal a
repeated that interpretati on of randomness. For him, howe ver, the main pattern of

the action of chance was small (Passanes | eadin
2013, pag. 29 el lector debe recordar que Poincaré fue el precursor de la Teoria

del Caos (antes del trabajo de Edvard Lorenz en 1967), una teoria que trabaja en

escenarios de una ausencia total de reglas (o que en apariencia podria concebirse

como antagonico al determinismo filosofico y cientifico), pero de espiritu

completamente determinista, puesto que la l6gica de sus fundamentos es

isomorfica la I6gica de Poisson sobre las probabilidades anteriormente expuesta.

Finalmente, es conveniente mencionarque también tanto Jakob Bernoulli como

Laplace (quien ademas es el fundador del determinismo cientifico ) tenian una



vision objetiva de la Estadistica, hecho que parecen olvidar muchos bayesianos

subjetivistas radicales.

Sobre Jakob Bernoul | i puede verificarse | a a
here call this Theorem &rerBoemundulbdoieds Fundam

In the twentieth century, after strongers laws of large numbers had been proved, it

al so came to be known as the BemnkoubhWi 06 the
fundamental theorem assumes that there is a fixed ratio of possible outcomes in a

given situation, before going on to analyze what may occur when many outcomes

i n such a situat iNotonlyaArs€ongdiandprowe ggoroutléthe

first limit theorem in probability, it also founded the field of mathematical

probability conceptually For the first time it brought the epistemic concept of

probability ( probabilita3 into conjunction with the mathematics of games of

chances. Before Bernoulli, the mathematics of games of chances had been

developed by Pascal, Fermat, Huygens, and others argely without using the word

(or concept of é¢)(Eenmaulb, BOA paysi xxyi)olo cual

corresponde a la nota de la traductora de la obra, Edith Dudley Sylla7; de lo

Segundo da cuentaelhechodege : 0 Todos | os eventos, inclus
causa de su insignificancia no parecen seguir las grandes leyes de la naturaleza,

son el resultado de ella justo tan necesariamente como las revoluciones del sol.

Ante la ignorancia de los lazos que unen taleseventos con todo el sistema del

universo, se les ha hecho depender de causas finales o del azar, dependiendo de si

ocurren y se repiten con regularidad o si aparecen sin respecto al orden; pero estas

7Dudley es profesora emérita de la Universid ad Estatal de Carolina del Norte (véase(North
Carolina State University, 2020)y fue profesora visitante de la Universidad de Radboud, Paises
Bajos, como puede verificarse en(Radboud Univeristy, 2011). Como se sefiala en la pagina de la
segunda universidad, es célebre en los circulos académicos que investigan las Matematicas
Medievales y Modernas, la Historia de las Matematicas (especialmente ratiosy proporciones, el
trabajo de Jacob Bernoulli-muy a la medida para el case y la transmisicién de las matematicas de
los arabes-y sus recursos en Grecia e India América Latina). Tan célebre es su trabajo que es una
de los aspectos que se resaltan en laomercializacion de la obra en Amazon, como puedeverse en
el siguiente enlace:https://www.amazon.com/ _ -/es/Jacob -

Bernoulli/dp/0801882354/ref=sr 1 27?dchild=1&gid=1601188550&refinements=p 27%3AEdith+D
udley+Sylla&s=books&sr=1 -2.



https://www.amazon.com/-/es/Jacob-Bernoulli/dp/0801882354/ref=sr_1_2?dchild=1&qid=1601188550&refinements=p_27%3AEdith+Dudley+Sylla&s=books&sr=1-2
https://www.amazon.com/-/es/Jacob-Bernoulli/dp/0801882354/ref=sr_1_2?dchild=1&qid=1601188550&refinements=p_27%3AEdith+Dudley+Sylla&s=books&sr=1-2
https://www.amazon.com/-/es/Jacob-Bernoulli/dp/0801882354/ref=sr_1_2?dchild=1&qid=1601188550&refinements=p_27%3AEdith+Dudley+Sylla&s=books&sr=1-2

causas imaginarias han retrocedido gradualmente ante loscrecientes limites del
conocimiento y han desaparecido por completo ante la sana filosofia, que sélo ve
en ellas la expresion de nuestraignorarc i a de | as Vv er(daplacer as cause

2015, pag. 4)
Establecido todo lo anterior, finalmente es posible expresar que:

oLa aplicaci-n pr8ctica de | a Teor2?a de Prob
Matematica se basa en etonocimiento de que el grado de indeterminacion de la
ocurrencia de sucesos aleatorios se puede determinar, pea cada caso, de forma
objetiva, mediante un namero: la probabilidad. Para ello se parte, en
correspondencia con la realidad objetiva, de que losfendmenos dependientes de la
casualidad (entendida como recurso epistemoldgico en el sentido restringido de
Poissong), asi como los procesos que transcurren de forma determinista, les son
inherentes ciertas regularidades y de que la casualidad no significa ausencia total
de reglas o caos. En este contexto se debe destacque el concepto matematico de
probabilidad que define en forma objetiva y cuantitativa la probabilidad de un
suceso aleatorio, se diferencia del concepto de Igrobableutilizado en el lenguaje
comun, que tiene generalmente fuertes caracteres subjetivos y con el cual muchas
veces solo se considean proposiciones cualitativas. No obstante, se demuestra que
las ideas subjetivas sobre la probabilidad de un suceso aleatorio se aproximan mas
y mas a las relaciones objetivas que constituyen la esencia del conceptmatematico
de probabilidad, en la medi da en que aumenta el arsenal de nuestras

ex per i eMabaumsl988, pag. 12).

80 The |l aw of | arge numbers is noted in events which ai
knowthei r causes or because (Phisson, 2a18,e@agtlé)ss restongigolen cat ed . 6

el sentido de que la interpretacion de Poisson involucra méas que el contenido de la cita realizada,

sin embargo, aqui se toma Uniamente ello y se incorpora al cuerpo tedrico planteado por Maibaum

y lo mismo se hara respecto al concepto de probabilidad bayesiana objetiva planteados por

Williamson, como se vera en los anexos de esta investigacion.

9 El contenido dentro de los paréntesis, asi como estos, han sido afiadidos por el autor de la presente

investigacion.



[I.1I Distribuciones Requeridas para este estudio de la NBII

[11.1. Distribucion de Bernoulli

Esta distribucion de probabilidad es quizas la mas elemental de todas en cuanto
busca modelar el conjunto de eventos mas simple posible: el que contiene
Unicamente ¢  p eventos. Esta distribucion es la encargada de modelar la unidad
experimental mas elemental posible y, como se vera mas adelante, esambién

parte de los resultados de las investigaciones de Jakob Bernoulli junto con la
distribucion binomial y otros elementos fundamentales de las Probabilidades y la
Teoria Estadistica. Precisamente la distribucién binomial puede verse como una
generalizacion inmediata de la distribucién de Bernoulli (€ ). Puede verse como

el tréansito de un organismo unicelular a un organismo bicelular.

[11.11. Distribucion Binomial

Como se sefiala enMaibaum, 1988, pag. 65) la distribucién binomial se debe a
Jakob Bernoulli (16541705), que fue uno de los primeros en trabajar la teoria de las
probabilidades. El como su igualmente célebre hermano Johann Bernoulli
pertenecen a los mas significativos discipulos de G.W. Leibniz(16641716). Jakob
Bernoulli fue profesor desde 1687 hasta s fallecimiento en la Universidad de
Basilea. En su obraArs Conjectand{publicada p6stumamente en 1713), uno de los
primeros libros sobre el Célculo de probabilidades; este contiene proposiciones
fundamentales, en particular, sobre la distribucion binomi al. Por eso se encuentra
con frecuencia la distribucién binomial bajo el nombre de distribucién de Bernoulli
(para multiples ensayos independientes), y mas aun la denominacion del esquema
de experimentos descrito como Esquema de Bernoulli, que consiste enn-ésimas
repeticiones independientes del mismo experimento. Esto prueba las ligazones de
esta distribucidén con los cimientos mismos de la Estadistica Matematica y la

Estadistica Aplicada.



Asi, la Distribucion Binomial adopta la siguiente forma funcional 1°

€ . I P
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En esta distribucién € es un entero positivo y oscila en el intervalo cerrado [0, 1], es

decir, sblo existen dos posibles resultados en el experimento (éxito o fracaso,
independientemente de como se definan). En (13), el coeficiente ¢ ©s el

denominado coeficiente binomigl es igual a:

EA

€
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O oA P

[11.111. Distribucion de Poisson

La distribucién de Poisson apareceen un contexto historico (Poisson naci6é en 1781)
en que la teoria de las probabilidades estaba méas desarrollada queuando Jakob
Bernoulli trabaj6é en la ahora conocida como Distribucion de Bernoulliy en la
Distribucion Binomial (Jakob Bernoulli murié en 1705).En el trabajo de Poisson se
puede ver ya una concepcion mas clara de las probabilidades que en Poisson (o
menos poco clara, considerando que esun problema sin resolucion hasta el dia de
hoy). Como es usual en el tipo de personalidades cientificasque se han venido
mencionando en esta investigacion, las contribuciones de SiméonrDenis Poisson
nutrieron tedrica y aplicativamente diversos campos de las ciencias (integrales

definidas, electromagnetismo y probabilidades) y precisamente fue en sus

i nvestigaciones sobre probabilidades en

10 Tomado de (DeGroot & Schervish, 2012, pag. 277)
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Como se sefiala enEncyclopaedia Brittanica, 2020) en la investigacion que ya se

citd en esta investigacion, la cual versaba sobre los juicios criminales y civiles (lo

gue en el derecho contemp@ryneiovilll asna, 2faume se |
nacen la distribucion de probabilidad que lleva el nombre de I ilustre cientifico, asi

como también en donde es llamada por primera vez la Ley de los Grandes

Numeros (LGN) como tal. Cabe necesario resaltar que Poisson trabajé ennea

version de la LGN para variables aleatorias independientes, con la misma

distribucio n de probabilidad (fuese en masa o densidad) en que el valor promedio

para muestras tend2a a | a media aritm®tica (
| a me d istdistioa ytanibién cuando se refiere al primer momento de

probabilidad) a medida el t amafio de la muestra se incrementaba. Lo anterior es de

importancia vital en esta investigacion, puesto que en la obra de Poisson aqui

referida se evidencia que originalmente la LGN era una mera aproximacion a la

distribucion binomial y son estas nociones historicas lo que permiten que esta

i nvestigaci-n sea ouna sola piezad6, es decir
manera la hipétesis del continuo y saber que casi seguamente no habran huecos

I6gicos ni expositivos relevantes (pensando en la convergenciaa una media como

un ponderado de los aspectos que como cientificos consideramos deseables de una
investigacion). En los cimientos de la Estadistica Matematica yaca la distribucion

de Bernoulli y la distribucién binomial, junto con la distribucion uniform e que

aparecio en la investigacion titulada Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine

of Chancesscrito por el reverendo Thomas Bayes en 176para el caso continuo y

para el caso discreto en la obra del matematico calvinista Abraham De Moivre en

1718, como puede verificarse en (Kotz & van Dorp, 2004, pag. 3)y en (de Moivre,

1718, pag. 7) respectivamente.



Ahora bien, es fundamental comprender la necesidad histérica de la distribucién
de Poisson en cuanto descubrimiento de cierto tipo de fendmenos e invencién de
instrumentos para medir y teorizar a tales fenbmenos. Como se sefala enKim,
Towards Data Science, 2019)investigadora senior en ingenieria en Microsoft, la
distribucion de Poisson surge como necesidad de modelar fendmenos naturales y
sociales cuyo comportamiento contuviera mas de dos posibles variantes dentro de
la unidad de tiempo utilizada en el analisis de los mismos (que para la binomial es
completamente dicotdbmico) y poder evitar el trabajo adicional (no necesariamente
sencillo y/o simple) de particionar mas y mas la unidad de tiempo empleada, asi
como también permite estudiar los fendmenos en cuestion sin el requaimiento de

conocer con antelacion el numero de ensayog!.

Establecido lo anterior, es posible presentar al invitado estelar de esta seccionAl
respecto, puede leerse en(DeGroot & Schervish, 2012, pag. 287y ue o0 Many
experiments consists of observing the occurrence times of random arrivals.
Examples includes the arrivals of costumers for service, arrivals of calls at a switch-
board, occurrencesof floods and other natural and man-made disasters, and so
forth. The family of Poisson distributions is used to model the number of such
arrivals that occur in a fixed time period. Poisson distributions are also useful

approximations to binomial distributions with very small  success probabilities6

Los alcances de ladistribucion de Poisson son multiples y eso sin considerar los
denominados procesos de Poisson, sobre los cuales no se hablara por diversos
motivos, aunque se recomienda al lector su estudio profundo. Sin embargo, puede

comprenderse como unadinamizacién de la distribucion de Poisson.

Sea_ Tla media de la distribucion de la masa de probabilidad de un conjunto de

observaciones.Los modelos cuya aleatoriedad epistemologica (en el sentido de

11En la fuente referidapuedever se que 0l f wuse Binomialss you
probability only with rate (i.e. 17ppl/week). You need O ma&rpkinorderftoause thé
binomi al PMF6é, en donde PMF es | a abreviatura
Probabilidad.

cannot

en

i ngl

Cc



Bernoulli) es modelada con la distribucion de Poisson, se asume que toman la
siguiente forma, conocida como funcion de distribucién de la masa de
probabilidad 12
2 =5 4 ol o
e~ —_— W 10
Q% ) A n
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La esencia del nacimiento dela distribucion de Poisson se encuentra en la
necesidad de predecir eventos que ocurren en el futuroen un intervalo de tiempo
fijo a una unidad temporal escogida. Por otro lado, en un proceso de Poisson ese
parametro, otrora la media, se convierte en unatasa de ocurrencia de eventos,

como se explicara mas adelante.

[11.1V. Distribucién Exponencial

Como debe ser norma en cualquier esfuerzo literario que busque alcanzar algun
nivel minimo respetable de cientificidad, antes de definir la estructura de la
herramienta de medicion utilizada se debe definir la estructura de los fendmenos o
familia de fendmenos a medir con tal herramienta y, en este sentido, antes de
definir mateméticamente un fenémeno o familia de los mismos debe también
definirse en su intuicion y logica cientifica. Y la distribucion exponencial también

merece cierto detenimiento especial en el curso de esta investigacion.

La distribucién exponencial resuelve la necesidad de pronosticar la siguiente
aparicion de un fendmeno natural a determinada magnitud, con todo lo que ello

puede abarcar.Para comprenderla en una dimension relevante, se debe retomar la

12 Este es el nombre candnico (en el sentido que describen ssiorigenes filoséficos e histéricos-con
todoloqueelloasuvezimplica-) de | as conocidas no t®cnicamente ¢ 0m
probabilidadd6, a veces 0distsi bdcsbnebBdci anesgcees maaa
probabilidad. Por su parte, estéan las funciones de distribucion de la densidad de probabilidad para

el caso continuo. El lector debe recordar que estos conceptos provienen de las Ciencias Fisicas,

especificamente de la Fisica €drica, en donde la masa capta la intuicién de ser la formade la

realidad que admite ohuecosdé (i.e., discontinuidades)
atinente a la realidad como un todo (conformada por materia, que es continua -de ahi la necesidad,

y no so6lo en la Fisica, de trabajar con la hipétesis décontinuo descrita anteriormente en este

trabajo-).



explicacion de la seccidn anterior referente a la tasa de ocurrencia de eventos en
un proceso de Poisson, que se definié intuitivamente como una dinamizacion de la
distribucion de Poisson, puesto que el tiempo entra a jugar un papel dinamico

porque en lugar de ser el resultado de una medicion es uno de los valores que
componen el parametrof -, en donde 1 representa la unidad temporal que se

define cualitativamente y en donde _ es la mediaaritmética de una distribucion de
Poisson.En algunas fuentes bibliograficas, por ejemplo, en Wikipedia, puede
encontrarse como_, pero ahi la letra griegaes concebida como la tasa o escala
inversa, esdecir, como el inverso multiplicativo del _ en la distribucién de Poisson,
por lo cual conviene mejor expresarlo en términos de la letra griega beta para
evitar confusiones (aunque definido o conocido esto, no hay ambigtiedades, puesto
gue los simbolos tienen el significado que los seres humanos les demosel Gnico
cuidado que debe tenerse es que tal significado sea lo mas acorde posible a la
realidad estudiada y por eso nacen las ciencias). Aqui se utilizard la notacion
presentada en(Wackerly, Mendelhall 111, & Scheaffer, 2010), como se vera mas

adelante.

Como puede verificarse en la ultima fuente referida, la distribucion exponencial
también resuelve el problema del colapso delinstrumento de medicion cuando se
mide un fendm eno cuya estructura se mide originalmente mediante la funcién de
distribucion gamma. Este es un ejemplo idoneo de como las longitudes
caracteristicas pueden colapsar en un sistema probabilistico como resultadade que
el fendmeno estudiado sufre un salto cualitativo (como resultado a su vez de una

acumulacion cuantitativa de su desarrollo).

En palabras exactas dgWackerly, Mendelhall Ill, & Scheaffer, 2010, pags. 185186}
0 ( é )recibe a veces el nombre dgparametro de formasociado con una
distribucion gamma. El parametro T generalmente se llamaparametro de escala
porque multiplicar una variable aleatoria con una distribucion gamma por una

constante positiva (y por tanto cambiando la escala en la que se hace la medicioh



produce una variable aleatoria que también tiene una distribuciébn gamma con el
mismo valor de | (parametro de forma) pero con un valor alterado def ( € En el
caso especial cuandg es un entero, la funcion de distribucion de una variable
aleatoria con distribucién gamma puede expresarse como una suma de ciertas

probabilidades |dmeduoeéenemm n® (B )H, &imposible

dar una expresion de forma cerradapara, —— Qdf é) Por esta raz-

cuando| p (una distribucién exponencial), es imposible obtener areas bajo la
funcién de densidad gamma por integracion di recta. Valores tabulados para
integrales como ésta se dan ernTables of the Incomplete Gammuanction (Pearson
1965) .6

Lo anterior no sélo verifica la afirmacion realizada previamente, sino también pone
de manifiesto la relacién existente entre la distribucién de Poisson, el proceso de
Poisson y la distribucién exponencial, pero también entre la distribucion
exponencial y la gamma, y previamente se vio la relacion entre la distribucion de
Bernoulli y la distribucion binomial, asi como de estas con la distrib ucién de
Poisson, es decir, lo anterior contribuye a verificar la interconexion tedrica y l6gica
existente entre las distribuciones de probabilidad (de masa y de densidad). Si esta
idea se generaliza con la ayuda de muchisima investigacion y el uso intensvo de
programas computacionales, es decir, si se desea establecer empiricamente las
relaciones entre todas las distribuciones de probabilidad y sus re-
parametrizaciones (para el caso univariante, de unas pocas multivariantesy de
mixturas univariantes) esposible construir una grafica como la que se presenta a
continuacion, en la que las distribuciones encerradas en color naranja representan
las distribuciones que para el 13 de enero de 2017 representaban nuevas

distribuciones de probabilidad descubiertas.
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Establecido lo anterior es posible plantear la funcion de distribucion de densidad
exponencial. Como puede verificarse en(Wackerly, Mendelhall 11, & Scheaffer,
2010, pag. 212)se dice que una vaiable aleatoria &tiene una distribucién

exponencial con parametrof  Ttsiy solo si la funcién de densidad de @es:
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IV.VI. Modelos Jerarquicos y Mixturas de Probabilidad
IV.VI. I. Breves Conceptos Preliminares
IV.VI. L.I. Sobre el Ser En Siy el Ser Para Si
El sistema hegeliano sintetiz6 dialécticamente el estudio de la Naturaleza hecho
por la Filosofia Griega y el estudio del Pensamiento hecho por el Idealismo Clasico
Aleman. En ese sentido, Hegel denominé a la NaturalezaSer En Sique puede
entendersebajol a expresi -n OEso que estS8rPardSi o
el Ser En Si puede entenderse en Hegel como la fwlogia que determinada al
objeto matematico estudiado, mientras que el Ser Para Si puede entenderse como el
objeto matematico en cuestion La gramatica misma delata que la Naturaleza y el
individuo son concebidos como unidad, en que el individuo tiene una dimensién
propia solo en relacion con un contexto mas general atal individuo. Desde el
punto de vista de la logica dialéctica-materialista también puede comprenderse
como la cristalizaciéon de la nocion de la existencia de una necesidad objetiva, erel
edudio de los fendbmenos naturales y sociales de la consideracion cualitativa y
cuantitativa de un observador (que en Hegel esLo Particula) dentro del contexto
analitico (que en Hegel esLo Universal Abstractpen que se encuentra el fenbmeno
estudiado (su topologia) y tras un proceso de investigacion riguroso pueden
obtenerse resultados cuya interpretacion se corresponda con la realidad (qe no es
lo mismo que lo real -lo real es la forma fisica que toma la realidad, y si las formas
fueran iguales a las esencias, la ciencia entera sobraria, dijo Marx en algun lade)

bajo criterios de verdad bien-definidos y que no pueden ser abordados de forma

al



no rigurosa, para lo que esta investigacion no es el escenario 6éptimo (eso si, no
pueden limitarse a ser légico-formales ni basarse en ellos-el instrumento no puede
dominar al investigador, asi como en la mitologia era concebido como fatalidad el

hecho de que los demonios dominaran a sus conjuradores).

A su vez, el proceso descrito anteriormente puede verse como elampliamente

conocido oOViaje del Ret ornod enLoEgpncretca e mol o g ?2

Lo Abstractoy regresar a lo concreto dialécticamente, i.e., bajo la forma de_o
Concreto Pensagdque es el equivalente hegeliano de elSer En SiPara Sj la sintesis

entre lo universal abstracto y lo particular, lo que genera el universal concretols,

BEn palabras de Hegel: OEIlI eliminar [ Aufheben]
los conceptos mas importantes de la filosofia, una determinacion fundamental, que vuelve a
presentarseabsolutamente en todas partes, y cuyo significado tiene que comprenderse de manera
determinada, y distinguirse especialmente de la nada. Lo que se elimina no se convierte por esto en
la nada. La nada es lo inmediato; un eliminado, en cambio, es un mediato, es lo no existente, pero
como resultado, salido de un ser. Tiene por lo tanto la determinacion, de la cual procede todavia en

s2 (é) La palabra Aufheben [ el i doblesentido: signifieartamto e n

la idea de conservar, manterer, como, al mismo tiempo, la de hacer cesar, poner fin. El mismo
conservar ya incluye en si el aspecto negativo, en cuanto se saca algo de su inmediacién y por lo
tanto de una existencia abierta,a las acciones exteriores, a fin de mantenerlo-De este malo lo que
se ha eliminado es a la vez algo conservado, que ha perdido sélo su inmediacién, pero que no por
esto se halla anulado. Las mencionadas dos determinaciones del Aufheben [eliminar] pueden ser
aducidas lexicoldgicamente como dos significados de esa palabra. Pero deberia resultar
sorprendente a este respecto que un idioma haya llegado al punto de utilizar una sola y misma
palabra para dos determinaciones opuestas. Para el pensamiento espedativo es una alegria el
encontrar en un idioma palabras que tienen en si mismas un sentido especulativo; y el idioma
aleman posee muchas de tales palabras. El doble sentido de la palabra latina tollere (que se ha
hecho famoso por la chanza de Cicerén: tolendum esse Octavium, Octavio debe ser levantado
eliminado) no llega tan lejos; la determinacion afirmativa llega solo hasta el levantar. Algo es
eliminado so6lo en cuanto ha llegado a ponerse en la unidad con su opuesto; en esta determinacion,
mas exacta aque, algo reflejado, puede con razén ser llamado un momento. El peso y la distancia
respecto de un punto dado, se llaman en la palanca los momentos mecéanicos de ella a causa de la
identidad de su efecto, no obstante, todas las demas diferencias que hay eng& algo real, como es un
peso, y algo ideal, como la pura determinacion espacial, es decir la linea. Véase Enciclopedia de las
ciencias filosoéficas 32 edicién, § 261, nota 9. Mas a menudo todavia se nos va a imponer la
observacion de que el lenguaje técnicode la filosofia emplea para las determinaciones reflejadas
expresiones latinas, o porque el idioma materno no tiene ninguna expresion para ellas, o bien
porque aun cuando las tenga, como en este caso, su expresion recuerda mas lo inmediato, y la
lenguaext r anjera, en cambi o, m8s Ixgpesibnenhderartesdue elety
la nada reciben puesto que desde ahora son momentos tienen que ser presentados (mas adelante)
en la consideracion del ser determinado, como la unidad en la cual elos son conservados. El ser es
el sery la nada es la nadas6lo en su diversidad mutua; pero en su verdad, en su unidad han
desaparecido como tales determinaciones y ahora son algo distinto. El ser y la nada son lo mismo y
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Noétese que la definicién de Aufheberdada por Hegel es, como puede observarse de

la lectura de la nota al pie 10, una generalizacion légica de tipo dialéctico de la

cualidad qgue poseen el conjunto de fen-:

de fuer zad, dpimslaEstadistica Matesnéticaiyiha Estadistica

Aplicada para hablar de los Momentos de Probabilidad.

IV.VI. LIl. Las Probabilidades Condicionalggl Teorema de Bayes

El concepto de probabilidad condicional obedece una logica similar, aunque menos
general, que el concepto del Aufheben hegeliano.Sin embargo, el concepto de
probabilidad condicional careceria de la suficiente profundidad filosofica para que
su utilidad practica fuese evidente hasta que el reverendo Thomas Bayes dijo
Oh8gase | madlPdrnicdad ( gedueda@asy/ollaenconirdd) i esta
llegd, aunque como en promedio sucede con losgenios revolucionarios, necesitd
del nacimiento ni mas ni menos que de un equivalente a escala ain mas general
(Pierre-Simon Laplace) para empezar a ser apreciado en una medida que hiciese
justicia a su estatura intelectual, independientemente de sus alcances en contextos
mas generales y de suinterpretacion en tales contextos. El Teorema de Bayes es,

por tanto, una forma de calcular e interpretar | as probabilidades condicionales.

Asi, la interpretacion de las probabilidades condicionales se hara directamente en
su forma mas fundamental, desde d teorema de Bayeslocalizado en (DeGroot &

Schervish, 2012, pag. 77)

. 0® 0BD
0& D . -
P B 0® 06

pX

Es necesario comenzar por permitir que sea el mismo Bayes quien nos digaémo

se interpreta su teorema:

por este ser lo mismo, ya no sonel ser y la hada y tienen una determinacion diferente. Estaunidad
constituye ahora su base; de donde ya no han
(Hegel, 1968, pags. 9798).
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menos
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ODEFI NI TI ON probapity 5f.any €verds the ratio between the value at

which an expectation depending on the happening of the event ought to be

computed, and the value of the thinnBayeg X7p3ect ed ur
pag. 376)

La interpretacion que del Teorema de Bayes se har&n esta investigacion estara
orientada a la experimentacion cientifica, por lo que se planteara desde el contexto
de prueba de hipotesis!4. Sin embargo, es fundamental conocer la interpretacion
objetiva, que es lainterpretaci 6n 6ptima por cuanto lo objetivo contiene en Ultima
instancia a lo subjetivo (i.e., lo subjetivo es criatura siempre de lo objetivold) del
teorema en cuestion. Esta interpretacion se establece en los siguientes términos:

0 Many ap p bfprobalilily onwvake a notion of probability that is objective in
a logical sense: there is a fact of the matter as to what the probabilitie sare; if two
agents disagree about a probability, at least one of them must be wrong. (Logical
objectivity contrasts with the onto logical sense of objectivity: probabilities are
ontologically objective if they exist as entities or are reducible to existing entities,
and are ontologically independent of mental or epistemological considerations.)
For example, the probability thatapati ent 6 s breast cancer will r
apparently depends on features of the cancer, of the treatment, and of the patient.
It is not simply a matter of personal opinion: if two prognostic probabilities differ,

at least one of themmust be wrong. A philosophical interpretation of probability
should, if possible, yield a notion of probability that is suitably objective in this
logical sensdi otherwise, it is revising rather than faithfully interpreting

probabilistic statements as they occurinthese g p | i ¢ a (Williamssn, 2010,

pag. 11)

14 En los anexos de estanvestigacion se trataran las probabilidades condicionales y la probabilidad
total.

15 Asi, la definicién de probabilidades aqui esbozada es compatible con los métodos utilizados por
los subjetivistas (en cualquiera de sus niveles de radicalizacién), puesb que tales herramientas
obedecen a un conjunto de axiomas(elaborados por Kolmogérov, como antes explicé), mas no con
la visién filoséfica que orquesta sus espiritus cientificos.



Por otro lado, la interpretacién del Teorema de Bayes en el contexto de las pruebas
de hipétesis puede hacerse siguiendo la l6gica de(Russell, 2014) Ahi, el teorema
mencionado toma la forma:

nxonQ

n & nQ Py

Como se menciona en la fuente citada;) "3Q puede interpretarse como qué tan
verosimil es que nuestra hipétesis sea verdaderadada la evidencia cientifica
disponible. Con ello, ahora resulta mas intuitivo dar una explicacién sobre el
Teorema de Bayes, reexpresando lasidentidad es(17)y (18) en una expresion
diferente y de diferente ordenamiento de sus componentes

0 DY .

En la expresion anterior, 0 & © denota la probabilidad po sterior,0 & es la
probabilidad a priori (conocida en teoria Bayesiana usualmente como prior, la cual
representa el estado de conocimientos del investigador previo al encuentro de

nueva evidencia relevante -la relevancia establecida por criterios que pueden

00

variar segun cada caso) y es la razén (que en el numeralor contiene al

cociente de verosimilitud y en el denominador la probabilidad marginal asociada a
una nuevay relevante evidencia encontrada-l a pr obabi |l i dad de
e v i d e-heindiee@ue mide la verosimilitud o confiabilidad asociada a esa

nueva evidencia encontrada. Esto se entiende desde la I6gica dialécticanaterialista

del Teorema de Bayes y de las probabilidades condicionales en su verdad natural.

IV.VI. I. La Distribucion Binomial Negativa Il como Fendmeno En Si

IV.VI. I. I. Conceptos Reliminares

La informacién presentada en esta seccion referente puramente a los modelos
jerarquicos y las mixturas de probabilidad se corresponde, salvo que se indique

explicitamente lo contrario (mediante una cita bibliogréafica) con el contenido

cada



expuesto por (Casella & Berger, 2002, pags. 16366)interpolandole comentarios
del autor de la presente investigacion, los cuales seran indicados con una
circunferencia diminuta cuya area tendra su mismo color y este sera nego.

Expuesto lo anterior, debe comenzarse por decir:

1 Ladiferencia entre un modelo jerarquico y una mixtura consiste en que el
primero es una funcion matematica jerarquizada, i.e., es un instrumento de
medicién cuyo disefio responde al interés de la humanidad por medir
fendmenos naturales y sociales para los que es significativamete relevante
el hecho de que las etapas en que ocurre su desarrollo poseen una jerarquia
bien-definida (segun la teoria cientifica de referencia), mientras que las
mixturas de prob abilidad son funciones de distribucion de probabilidad en
que uno 0 mas parametros de la distribucién de probabilidad (que puede
ser univariante o multivariante, pero siempre implica probabilidad
condicional y una modelacion tedrica del proceso de estimacion de las
distribuciones de probabilidad que responde a un disefio por etapas
jerarquizadas) se modelan con base al comportamiento de alguna otra
variable aleatoria, que condiciona implicitamente el comportamiento de la
variable aleatoria estudiada. Estos modelos buscan capturar la nocion de
variable latente, variable implicita, va riable oculta.

1 Para comprender lo anterior debe introducirse sintéticamente el contexto de
las variables latentes, el cual es el contexto de los modelos de ecuaciones
estructurales (SEM, por sus siglas en inglés) y estas comunmente en el
contexto del meta-analisis en Bioestadistica, Psicometria y Sociologia. Segun
(Cheung, 2015, pag. 1) el meta-analisis tiene sus origenes en Karl Pearson
(1904) y sudefinicion fue acufiada por Gene Glass en el contexto de la
Psicologia Educec i o n a | para representar oO0the stati
collection of analysis results from individual studies for the purpose of
integrating the findidngspo(ré)s ulp@leasstso,1 97 6 ,n

analisis en su sentido mas amplio no sélo es cuanitativo sino también



cualitativo y prueba de ello se encuentra, por ejemplo, en que el Axioma de
Eleccién de Zermelo es un supuestoad hocuya demostracion no existe
hasta la fechal® . Por otro lado, como se sefiala er(Kline, 2016, pag. 9) los
SEM no hacen referencia a una Unica técnica estadistica sino a una familia
de procedimientos estadisticos relacionados entre si; términos comoanalisis
estrudural de covarianzanodelacion estraigral de covarianza analisis de
estructura de covarianzon también utilizados en la literatura para clasificar
esta familia de técnicas descrita, que a su vez describe una multiplicidad de
t ®cni cas Obafjfobquebadini garaci asesasiosyasgos CO
suficientes que comparten en su estructura mateméatica para poder ser
clasificados de tal forma, los cuales se sintetizan en que la estructura
matematica general de los modelos estadisticos que pertenecen alfamilia
denominada SEM esta disefiadapara permitir una estimacion especialmente
robusta sobre las covarianzas de las variables aleatorias estudiadas por el
investigador socialonatural. Fi nal ment e, oOLatent variable
generally correspond to hypoth etical constructs, or explanatory entities
resumed to rflecta continuum that is not directly observable. An example is
the construct of intelligence There is no single, definitive measure of
intelligence. Instead, researchers use different types of obsered variables
such as task of verbal reasoning or memory capacity, to assess facets of

i nt el | (Kiine,2@l@, paQ. 12)La estructura tedrica general de un

modelo SEM puede verse en lafigura presentada a continuacion.

16 Como se sefiala en(Billingsley, Probability a nd Measure, 2012, pag. 22)para espacios de

probabili dad formados bajo consideraciones mas complejas (que tienen que ver con cardinales
transfinitos, i.e., conjuntos mas grandes que el de los nUmeros naturales y cuya cardinalidad o

tamafio se suele deotar por el simbolo 2, el cual se )bsmezesariddsenrbl Cer 00
Axioma de Eleccion. Por otro lado, en (Billingsley, Probability and Measure, 2012, pag. 47)se dice
explicitamente que cuando los conjuntos son o numerables (es decir, no se puede establecer entre

ellos y los naturales una biyeccién-una relacion 1 a ) no podrian ser posibles las estimaciones
estadisticas sin considerar el axioma en cuestion.
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Figure 17.1 Full latent variable SEM model
Fuente:(Keith, 2019, pag. 390)

i Establecido lo anterior, es posible estudiar con la profundidad necesaria el
tépico expuesto (Casella & Berger, 2002, pags. 16366), que consiste en la
relacion matematica existente entre los modelos jerarquicos, las mixturasy
como de la marginalizacion de una funcion jerarquica que expresa una
mixtura de probabilidad compuesta por la distribucion binomial, la
distribucion de Poisson y la distribucion ex ponencial aparece la distribuciéon

binomial negativa 2.

IV.VI. I. Il. Caso | deModelo Jerarquico Mixtura de Probabilidad: Binomial & Poisson

Quizas el caso mas simple de modelo jerarquico de probabilidades es el presentado
en esta secion, relacionado con la estimacion de la probabilidad de que los huevos

puestos por el ejemplar hembra de alguna especie de insecto que biolégicamente



esta disefiada para poner un nimero sumamente grande de huevos, cada uno con
probabilidad r) de sobrevivir. Si se consideraque cada uno de los huevos puestos
por la hembra son independientes del otro (o que implica que la probabilidad de
sobrevivencia de uno de los huevos de sobrevivir no esta relacionada con la del

otro), puede verse cada huevo como un ensayo de Bernoulli.

Por tanto, si setoma como variable aleatoria las observaciones disponibles sobreel
namero de huevos que sobreviven (asumiendo que las observaciones con que se
cuenta se comportan aleatoriamente-que es como asumir que salemos de ellas
menos de lo que creemos saber) y se denota por @, puede estudiarse el nimero de
sobrevivientes (que es aqui el fendbmeno natural estudiado) mediante un modelo
jerarquico en el que el nimero de sobrevivientes ® sea unavariable aleatoria cuyas
probabilidades estan modeladas por un funcional (una funcié n de funciones) de
distribuciones de probabilidad, en la que las probabilidades binomiales de
sobrevivencia de los huevosn (si sobrevivié 0 no) a estimar tengan la caracteristica
de estar sujetasa considerar las probabilidad es de que tras un determinado
intervalo de tiempo haya sobrevivido un promedio _de la cantidad Q ii "Qodé
huevos antes descritay no un nimero fijo que puede ser variable (un parametro),
con la finalidad, por ejemplo, de incrementar la incertidumbre del analisis y poder
aproxim arse a casos en que exista menos informacion disponible a la usual y/o de
menor calidad a la usual. Un experimento de la naturaleza antes descrita, hace uso
de un funcional que involucra multiples (mas de una, para este caso 2) funciones
de probabilidad de la forma particular en que uno o mas de sus parametros se
comporta a su vez como variable aleatoria (para este caso de estudio, una
distribucion binomial en que el parametro n es transformado en una variable
aleatoria que pertenece a la familia de distribuciones de Poisson de la forma
definida en la identidad (15) ). A esta clase especial de funcional se le conoce como
mixtura de probabilidadessi, este experimentotoma la forma probabilistica:

A D OQE & WD &
wDO € Qi LE€¢

!



Lo anterior expresa la distribuciéon condicional de ddado @  la cual es

binomial .

La ventaja de los modelos jerarquicos es que fendmeros naturales y sociales
complicados (vistos como procesos) pueden ser modelados po una secuencia de
modelos relativamente simples ordenados en jerarquia (en que el proceso ocurre
por etapas y que este hecho es relevante). Ademas, manipular modelos jerarqicos
no es mas dificil que hacer tales manipulaciones con distribuciones multivari antes
condicionales y distribuciones marginales. De hecho, ya se explicé la conexion de
las distribuciones multivariantes con dicionales con los modelos jerarquicos. A
continu acién, se clarificara la relacion entre los modelos jerarquicos y las mixturas

de probabilidad.

1 Si el lector revisa la fuente original, es decir,(Casella & Berger, 2002) podra
observar que la mayor parte del analisis realizado, salvo las estructuras
matematicas empleadas y el contexto académico sumamente gneral en que
se explican estas estructuras (el ejemplo Bioestadistico empleado, mas no en
su especificidad), pertenecen exclusivamente a esta investigacion. En este
sentido, el ejemplo desarrollado en la forma en que se ha hecho aqui no sélo
sirve para clarificar lo relativo a la fuente referida, sino también para poner
en evidencia de forma mas clara que sin el Teoremade Bayes las nociones
de probabilidad condicional no terminarian de resultar intuitivas ni
terminaria de tener una aplicabilidad teérica m as general, asi como tampoco
las probabilidades en general. El anterior no es un modelo jerarquico
bayesiano, por cuanto no utiliza la funcién de verosimilitud para calcular
las probabilidades condicionales, sin embargo, a pesar de ello la sola
existenciadel Teorema de Bayescomo concepto permite comprender de
mejor forma las probabilidades condicionales en general,

ind ependientemente de la forma en que estas se calculen.



Una vez se ha definido el experimento y los fundamentos tedricos del mismo,

solamente queda definir la estructura matematica de la variable aleatoria ¢:

0w ® 0 o
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La identidad (21) es el tipo de modelo jerarquico que se conoce como mixtura de
probabilidad, es decir, (21) es un funcional en que la funcién de distribucion
inmediata (la funcion de distribucién binomial, para este caso) es de caracter
condicional a su parametro ¢  « lo cual expresa que tal parametro se comporta
como una variable aleatoria cuya funcion de distribucion de masa de probabilidad
pertenece a la familia de distribuciones de Poissort’. Lo anterior es valido puesto

que I  wes una distribucion binomial «f) yODO &€ Qi [ £ &

Ahora, si la expresion (21) se simplifica cancelando los términos semejantes y

multiplicando por un 1 conveniente bajo la forma —, se obtiene:

5o 6 _nQ P N_
A ®w WA
_nQ ST | I
— — Q
DO W Y A hHQeQe ¢ QW

17 Para determinar la forma del coeficiente binomial s6lo se necesita sustituiré por wen la forma en
gue se planted la funcién de masa binomial en la seccién IV.III. No se hizo aqui por motivos de
estética (para evitar la sobresaturacion visual de la identidad).
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En donde (22) es elnucleode la distribucién de Poissoni8, Por tanto, es posible
denotar este ndcleo mediante®D 0 £ "Qi L . Asi, cualquier inferencia marginal
(marginalizacion) sobre @ es respecto a una digribucion 0 € Qi L §, &nla cual®
no desempefia ningan papel®. Lo anterior puede entenderse intuitivamente como
llegar a la esencia de un fenémeno, pero recuédese que la esencia desde una
perspectiva dialéctica no se reduce a unacaracteristica sino algo mucho mas
profundo 29, por lo que resulta posible generalizar esta definicion tedrica para una

mixtura compuestade ¢ i "Qd& gatametros.

18 E| nacleo suele encontrarse en la literatura en inglés comokernel Desde el punto de vista de la

lengua inglesa, la palabra kernel es una modernizacion de la palabracyrnelperteneciente al inglés

antiguo, | a cual signif i ®talexicolegmien hatdadnglgsa empleadae8 s, a ni v
Bot 8ni ca, cloar epbalsaebrcaompr ende como un contenedor de ser
palabra tiene su origen en el idioma aleman y ahi su traduccién es directamentenuicleo Segun la

Wikipedia en inglés (Wikipedia, 2020) tiene distintos signif icados segun los campos de aplicacion y

segun la Wikipedia enruso ( O9 d 9 £ a e 2ds un c@beptd gplicado especificamente en

Estadistica Matematica, en Econometria, en Estadistica Bayesiana, Estadistica NBaramétrica y la

Teoria del Reconocimiento de Patrones verificando también (al igual que en version en inglés) que

su significado varia segun su campo de aplicaciéon. La Wikipedia en francés(Wikipedia, 2020)

contribuye a terminar de clarificar la imagen cuando explica que los nucleos son parte de los

denominados estimadores kernel (que sirven para estimar la funcion de densidad de probabilidad

de una variable aleatoria, en la regresién paramétrica para estimar las esperanzas condicionales y

en series de tiempo para estimar la densidad espectral. Por lo tanto, resulta evidente que nuestro

caso de trabajo es a nivel de regresiones paramétricas en lague se estiman esperanzas

condicionales (en otra investigacion se extenderan estos resultados a laegresion binomial negativa

2) y en Estadistica Bayesiana. En este contexto se habla del nicleo de una masa o de una densidad y

es la forma que toma la masao la densidad en la cual todos los factores que no son funciones de

ninguna variable del dominio so n omitidos de la masa o de la densidad, segln corresponda. Este

concepto busca capturar | a intunideéo-n de o0l a esencia d
19 Distinta es la lectura que debe hacerse si se hablara de unanarginalizaciéon de&v (en este contextod

no desempefiaria ningun papel y la variable de relevancia seria (. El lector puede notar que aqui se

habla de una marginalizacién sobré.

20 La esencia puede sercomprendida como ese lugar intermedio entre dos opuestos, pero no

intermedio en el sentido de que necesariamente ese lugar se encuentre en el centro de la trayectoria

evolutiva del objeto; es ese lugar intermedio entre el punto de llegada y el punto de partida, la esencia

esta en el proceso de desarrollo de los objetos. En Hegel esos dos opuestos sonsdr y el concepto,

los cuales son en su sistema punto de llegada y punto de partida, respectivamente, mientras que en

el sistema de Marx y Engels el ser el punto de partida y el concepto es el punto de llegada, lo que



Introduci r a ®en el modelo jerarquico fue principalmente para contribuir al
entendimiento expositivo . Habia una recompensa adicional en el sentido de que el
parametro de la distribucion de @es el resultado dela combinacion lineal de dos

parametros, cada uno relativamente simple de comprender.

Asi, la respuesta a la preguntainicialmente planteada es ahora facil de estimar:

representa una inversion a la légica de Hegel. Sin embargo, esa afirmacion seria hueca si no se define
qué domina en el Aufheben Precisamente la dominancia es un aspecto analitico que caracteriza a
Hegel y Marx como tan similares y a la vez tan diferentes. En ambos domina siempre el origen, que
es fundamento del proceso y presenta dominancia en el resultado, sin embargo, es en lalefinicion
del origen en donde se diferencian Hegel y Marx. El segundo hace énfasis en esto erfMarx, 2007,
pags. 1418)al abordar la relacion dinamica entre produccién y consumo:

ONada m8s si mpl e, gehahoueddertificar praducaion y conshngo. Y esto
ocurrié no sélo en el caso de los ensayistas socialistas, sino también en el de economistas prosaicos
como Say, p. €j., que piensan que si se considera a un pueblo su produccién seria su consumo. O
también a la humanidad in abstracto. Storch demostré el error de Say haciendo notar que un
pueblo, p. €j., no consume simplemente su produccidn, sino que también crea nedios de
produccion, etc., capital fijo, etc. (...) Ademas, considerar a la sociedad como ursujeto Unico es
considerarla de un modo falso, especulativo- En un sujeto, produccién y consumo aparecen como
momentos de un acto. Lo que aqui mas importa es haceresaltar que si se consideran la produccion
y el consumo como actividades de un sujeto o demuchos individuos, ambas aparecen en cada caso
como momentos de un proceso en el que la produccion es el verdadero punto de partida y por ello
también el momento predominante. EI consumo como necesidad es el mismo momento interno de
la actividad productiva . Pero esta Ultima es el punto de partida de la realizacién y, por lo tanto, su
factor predominante, el acto en el que todo el proceso vuelve a repetirse. El individuo produce un
objeto y, consumiéndolo, retorna a si mismo, pero como individuo productivoy que se reproduce a
si mismo. De este modo, el consumo aparece como momento de la produccién. En la sociedad, en
cambio, la relacion entre el productor y el produc to, una vez terminado este Ultimo, es exterior y el
retorno del objeto al sujeto depende de las relaciones de éste con los otros individuos. No se
apodera de él inmediatamente. Ademas, la aprobaciéon inmediata del producto no es la finalidad

del sujeto cuando produce en la sociedad. Entre el productor y los productos se interpone la
distribucion, g ue determina, mediante leyes sociales, la parte que le corresponde del mundo de los
productos, interponi ®ndose por | o tammbienglatre | a prod
distribucién existe como una esfera autbnoma junto a la producciéony fueradeel | a? (é) Aunque
ésta aparezca como un supuesto para el nuevo periodo de produccion, ella misma es a su vez
producto de la produccién, no solamente de la produccion histdrica en general, sino de la
producci-n hist-rica determinada. ¢

Asi, la esencia es "unligar" porque la esencia son relaciones de al menos un elemento con su
entorno y/o consigo mismo (el caso "y" aplica para n-1 sistemas, el caso "0" sélo si se anaa el
sistema universal, en que sélo existia la relacién internadpuesto que no existe nada fiera del
universod), en que alguno tiene dominancia del otro en esa relacion, con independencia de si es
posible determinar esa dominancia o no. Entonces, son a eas relaciones a las que llamamos
esenciales (o nucleares, que es lo mismo), porque su peso kaivo es mayor en términos de las
demas relaciones (tanto internas como externas) y ello significa ademas que los elementos
involucrados (en estas relaciones eseniales) tendran dominancia en general en su vinculacién con
elementos involucrados en relaciones no esenciales.
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Por tanto, en promedio, _ rge los huevos sobrevivira. Si se tuviese interés solo en
su media y se desease ignorar la distribucion de las mismas, se podria recurrir a la
utilizacion de las propiedades de las esperanzas comlicionales para otro tipo de
tratamiento tedrico (que requeriria otro instrumental matematico). Ademas, en
algunas ocasiones las estimaciones empiricas pueden ser simplificadas usando el

siguiente teorema:
Seanky dos variables aleatorias, entonces:
b 000 h
siempre que exista la esperanza matemética plateada.
Demostracion
Sea Qahw la funcién de distribucion conjunta de distribucion de la densidad de
probabilidad de &y &. Por definicién se sabe que:

(O YARROROXAA QA QO QW WA QXQ WQ B

En donde "Qagn y "Q « son lasdensidades condicionales de ®dado @ wy la
distribucién marginal de @, respectivamente.Noétese que la integral interior es la
esperanza condicionalPl’'O @wIw, que es la esperanza del parametro de la

distribucion de Poisson (_) por lo que se tiene que:

Ow 00w OOWQWQw N _

21 Recuérdese que las integrales son momentos de probabilidad o esperanzas matematicas (o
medias aritméticas), en este caso momentos condicionals, esperanzas mateméticas condicionales o
medias aritméticas condicionales.



Para la demostracién el caso discreto solo se debe sustituir las integrales por sumas

y no agrega claridad analitica, por lo que se omitiran22,
Establecido lo anterior, pueden consolidarse tales resultados de la forma siguiente:
O 00w
oRah NoQINdEDT DOQE & Gatip &
Nh HOoQINO&BDO ¢ Qi L &¢
El término distribucién mixtao mixtura de probabilidadn el titulo de esta seccion
hace referencia a una distribucion surgida de una estructura jerarquica. Aunque no

existe una definicion estandarizada para este término, la definicion anterior es la

que mayor aceptacion posee actualmente en la comunidad cietifica internacional.

Ademas, la riqueza filosoéfica de este enfoque no se agota ahi, por el contrario. En
esesentido, O 'O w0 es la media de una media, el promedio de un promedio.
Quizas sin especificaciones topoldgicas de algun tipo no parece ser posits
formarse una idea intuitiva y de capacidad aplicativa materializable sobre qué es la
media de una media (que esotra forma de ver la probabilidad condicional,
equivalente a todas las anteriores), pero si el espacio muestral se generaliza a-n
ésimas dimensiones es posible observar en los resultados anteriores un patrén
algoritmico iterativo que es la base de procesosnuméricos realizados mediante el
uso intensivo de algoritmos iterativos computacionales, como ocurre con la familia
de modelos lineales generlizados (que utilizan el algoritmo conocido como

Iteratively Reweighted Least SquardRLS-) o el Método Monte Carlo descubierto por

22 Como sefialan(Casella & Berger, 2002, pag. 16400 ‘O 'O (b puede categorizarse como un

Oabuso de notaci - no6 pu égpdracsimbolizar diferentels espetabzasl i zado | a
mateméticas en la misma ecuacion. Por ello, es necesar enfatizar que la ‘Odel lado izquierdo de la

identidad es la esperanza o0 momento con respecto a la distribucién marginal de &; mientras que la

‘Oexterior del lado derecho es la esperanza o momento con respecto a la distribucién marginal ded®

y la Ointerior del lado derecho es la esperanza o momento con respeab a la distribucion

condicionalde @3 .Si n embar go, como s e arltkereiskeallg nozausedor e s o Howe"
confusion because these interpretations are the only



Ulam y Neumann en Los Alamos. Lo anterior no representa otra sino distintos

tipos de procesos de convergencia hacia la media

IV.VI. 1. 1ll. Caso Il deModelo Jerarquico y Mixturde Probabilidad: Binomial, Poisson &
Exponencial

La presente seccion se constituye como un@eneralizacion inmediata de la seccidn
anterior, en la que en lugar de una madre insecto existen un nimero sumamente
grande de madres y cada una de las madres es escogida al azar. Si en el escenario
antes descrito un investigador estuviese interesado en caocer la media aritmética
de los sobrevivientes (i.e., el numero promedio de sobrevivientes de repetirse
multiplicidad de veces el experimento) , pero en la investigacion no esta aun lo
suficientemente claro con base erla evidencia obtenida y disponible en general (ni
de los experimentos Bioestadisticos ni del marco teérico de la Biologia) de que el
namero de huevos puestos siga la misma distribucién de Poisson para cada madre,
el siguiente modelo jerarquico de tipo mix tura de probabilidad puede ser mas

adecuado.
Sea® el niumero de sobrevivientes en una camada, entonces:

oI D OQE & adhip a
ey Du € Qi ¥¢é¢ CT
YDQwN €& QE W QO
En la jerarquia anterior la Gltima etapa (que corresponde a la distribucion
exponencial) modela a variabilidad entre diferentes madres.

La media de 8 puede calcularse facilmente como:

0w ‘00 I

o Gh GE GIETNABE ¢ QBLER 0 Q1 QE |

o0on &



ony
arh Qi R Q1 BOGEHE Q8 QDA
Finalizando asi el proceso de calculo de la esperanzale la mixtura.

En el ejemplo anterior se utiliz6 un modelo sutiimente diferente al utilizado en la
seccion anterior en el sentido de que dos variables aleatorias eran discretas y una
continua. Usar este tipo de modelos no deberia de presentar problemas. Se puede
definir la densidad conjunta "Qaiuh_ , las densidades condicionales Qoo y
"Qagh_ , etc., asi como las densidades marginale&Qa , "Qahw , etc., como se hizo
antes. Simplemente se debe comprender que cuando las probabilidades o los
momentos de probabilidad son calculados, las variables discretas son sumadas y

las variables continuas son integradas.

Asi, puede evidenciarse que el modelo de tres etapas descrito anteriormente puede
re-describirse como un modelo de dos etapas combinando las ultimas dos eapas?3.
Seadsr DU &€ Qi ¥ ¥¥DQon £ & QF (effuhces:

0 @ 0O om ¥ b

0® o "Quh. Q_

0 "Qus_Q_Q_
0 & Q _ p'Q Q
DLW W QA r —

23 Por supuesto, esto soélo seria valido si loes en términos del marco teérico, légico y del acervo
experimental de la ciencia en la que se esté trabajando, lo cual puede requerir para su
determinacion un analisis riguroso de caracter tedrico y aplicado que certifique que analizar el
fendmeno desde otra estructura matematica es no solamente su equivalente matematico sino
también su equivalente desde tales marco teéricacientifico, I6gica de la ciencia y acervo
experimental.
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Merece la pena hacer una pausa para comentar que (25) es la densidad de

probabilidad gamma.

0® i.soop b
[ 0A p T
0 P ) Co
p 6 p 1

La identidad (26) se puede reexpresar como:
b o o Pap a R o npBs ¢ X

Asi, (27) es equivalente ala forma (3.2.10) que expone (Casella & Berger, 2002,
pag. 95) como se sefala er{Casella & Berger, 2002, pag. 192)Asi, la identidad (27)
expresa la distribucion de la masa de probaklidad de la Distribucién Binomial

Negativa llque constituye el punto de llegada en esta investigacion?4,

Finalmente, puede entenderse asi la analogia entre el estudio de la distribucién
binomial negativa 2 como el resultado de un proceso con el Ser En Si, asi como

también su estudio particular o marginal como Ser ParaSi.

IV.VI. 1. La Distribucion Binomial Negativa Il como Fendémeno Para Si

En la seccion anterior se desarrollaron sistematicamente las mixturas de
distribucion de probabilidad para el caso de un modelo jerarquico de 2 etapas
(Binomial -Poisson) y de 3 etapas (BinomialPoisson-Exponencial), para luego

comprimir el modelo de 3 etapas en uno de 2 etapas (PoissorExponencial) y tras

24 Mas adelante se presentara la misma funcion, aunque en lugar dewapareceraa Esto no debe
confundirse con que en algunas literaturas se hace un despeje de la vaable independiente, sino
que debe entenderse simplemente como el uso de otra letra, tal y como se hace ampliamente en la
literatura disponible.



marginalizar este ultimo obtener la distribucion binomial negativa 2 (NB2 de ahora

en adelante, por sus siglas en imglées).

La ruta de trabajo de esta seccion consiste en un estudio superficialmente general
de la distribucion marginalizada anteriormente, un estudio breve de sus dos
versiones mas conocidas y un estudio con relativa profundidad sobre su segunda

version, que es el punto de llegada de esta investigacion.

Como sefnala(Hilbe, 2011, pag. xiy>, la distribucién binomial 2 tiene como

finalidad ser una herramienta que pueda modelar conteo de datos y posee un
espectro amplio de versiones de si misma?, sin embargo, es la NB2 la que ha
pasado a ser conocida comadistribucién binomial negativa de uso estandaicual se
debe a que progresivamente fue convirtiéndose en uno de los métodos principales
para analizar modelos de respuestapor conteo; sin embargo, como sefiala el autor
referido en el mismo lugar, relativamente pocos investigadores y estadisticos
aplicados estan familiarizados con las variedades disponibles de modelos de la
distribucion binomi al negativa, asi como tampoco conla mejor forma de
incorporar tales modelos a su ruta de investigacién. El modelo de regresion de
Poisson, tradicionalmente considerado el modelo de conteo basic@?, puede verse
como una instancia de la distribucién NB2, especificamente es una distribucion

N B2 con parametro de heterogeneidadigual a cero?8. Es por ello que sefala Hilbe

25 Joseph Hibe es investigador del departamento de propulsién a chorro de la NASA, profesor del

California Inst itute of Technology y profesor de la Arizona State University.

26 Cada una sigue su propia ruta, como puede verificarse en la investigacién (Swat, Grenon, &

Wimalaratne, 2017).

27 Hilbe hace referencia aqui a los modelos de regreion con variables latentes.

28 E| lector puede consultar (Hilbe, 2011, pag. 319)para mas detalle en el contexto de regesion, que

se escapa del foco de esta investigacionSi n embar go, ol t i s i ttpeortant t o wu
traditional negative binomial model can be estimated using a standard maximum likelihood

function, or it can be estimated as a member of the family of generalized linear models (GLM). A



gue quizas la NB2 es el modelo de conteo mas general y quizas también el mas
representativo entre todos los modelos de conteo utilizados en la investigacion

diaria que se suscita en la actualidad.

Como relata (Hilbe, 2011, pag. 5) los origenes histéricos de la NB pueden
conocerse mediante un reporte realizado por Isaac Todhunter titulado History of
Mathematical Theory of Probability from the TiwfePascal to that of Laplapablicado
en 1865. Ahi, se dice que Pierre de Montmort,aristocrata y matematico francés del
siglo XVIII, discipulo de Nicolas Malebranche (filosofo y tedlogo francés), la
menciond en 1713 en el contexto de la estimacion de umamero de fallas wantes
del 'Q i "Qd&xito en una serie de ensayos binarios lo que relata como la NB nace
como NB2. Como se sefiala en al fuente referidasobre la familiaNB: oLi tt |l e was
done with either the earliest definition of negative binomial as derived by

Mont mort, or with Poissonds distlthebadyt i on f or
twentieth century. Building on the work originating with Gauss (1823), who
developed the normal, or Gaussian, distribution, upon which ordinary least
squares(OLS) regression is based, the negative binomial was again derived by
William Gosset, under his pen name, Student, in 1907 while working under Karl
Pearson at his Biometric Laboratory in London (Student, 1907). In the first paper he
wrote while at the labo ratory, he derived the negative binomial while investigating
the sampling error involved in the counting of yeast cells with a ha emocytometer.
The paper was published in Biometrika, and appeared a year earlier than his well -
regarded papers on the sampling error of the mean and correlation coefficient
(Jain, 1959). However, G. Udny Yule is generally, but arguably, credited with

formu lating the first negative binomial distribution based on a 1910 article dealing
with the distribution of the number of deaths t hat would occur as a result of being
exposed to a disease (i.e. honmany deaths occur given a certain number of

exposures). Thisformulation stems from what is called inverse binomial sampling.

negative binomialmodel is aGLMonly if its heterogeneity paramete r is entered into the generalized
Il inear model s al go(Hibg 20M,padgs3)a constant. 6



Later Greenwood and Yule (1920) derived the negative binomial distribution as the

probability of observing wfailures before thei ®success in a series of Bernoulli

trials, replicating in a more sophisticated manner the work of Montmort. Three

years later the contagion or mixture concept of the negative binomial originated

with Eggenberger and Polya (1923).They conceived of the negative binomial as a

compound Poisson distributionby holdi ng t he Poi sson parameter,
variable having a gamma distribution. This was the first derivation of the negative

binomial as a Poissondgamma mixture distributio n. The article also is the first to

demonstrate that the Poisson parameter varies proportionally to the chi2

distribution with 2 degrees of freedom. (Hilbe, 2011, pags. 56)

En una de las investigaciones citadas por(Hilbe, 2011), especificamente en
(Greenwood & Yule, 1920), se presenta y estudia elescenario en el quese realiza
un ajuste de curvd8 para superponer los poligonos que constituyen las graficas de
la distribucion binomial y la distribucion binomial negativa 2 con el fin de mostrar
su identidad y relacién bajo determinadas condiciones especificadas por los

investigadores citados30, tal y como se presenta a continuacion:

29 Proceso conocido geométicamente como ajuste de curvas

30 El lector puede verificar que la NB que aparece en(Greenwood & Yule, 1920), puesto que en

(Agarwal, Bajorski, Farnsworth, Marengo, & Qian, 2017, padg. 2)sepue de | eer que O0There is
current interest in compounding or mixing distributions and their applications. Indeed, the early

history of statistics was greatly concerned with the problem [3]. The work by Greenwood and Yule

(é) in the mor e emfolidveed up withmew rdsudtsanlde ext ensi ve applicatio
including many based on the Poisson distribution because of its centrality in statistical analysis

and probability modeling (é) The present dethiss vati ons
type of modeling by revealin g how compounded Poisson variables produce a negative binomial
distribution. o6, por | o que junto con | o expuesto por

documento, puede verificarse que en (Greenwood & Yule, 1920) sehabla de la NB2.



Figura4

Neogative _
binomial
Diagram showing binomial curve fitted, by the slope relation, to both a positive
binomial (hollow circles) and a negative binemial (circles Blocked in),
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Fuente (Greenwood & Yule, 1920, pag. 279)

Ademas, la seccion dela investigacion de Stanley Gossens referida por Hilbe, la
cual se encuentra en(Student, 1907, pags. 35860), se obtiene también una de las

versiones de laNB, como puede observarse a continuacion:



Figura5

The actual distributions of cells are given below, and compared with those
calenlated on the supposition that they are random samples from a population
following the law which we have investigated: the probability P of a worse fit
occurring by chance is then found.

I. Mean ='8B25 : uy="8117 ! uy=10876.

Containing 0 1 2 a 4 5 cells
Actual 213 128 37 18 3 1
Caloulated 202 138 47 11 184 24

2

Whence x=992 and P=-04,
Best fitting binomial (1-1893 — *1893) =585 x 400 for which f="52.
II. Mean =1-3225 : yy=12835 p, : =1-3674.
0 1 2 3 4 [

]
Actual 103 143 a8 42 8 4 2
Caleulated 108 141 93 41 14 4 1

Whence 3*=398 and P=-68.
Best fitting binomial (97051 40294924 % 400 for which P=-72.

ITII. Mean =180 : puy=1-96 : py=2-520,

0 1 2 3 4 & 6 T 8 g
Actual 75 103 121 54 30 13 2 1 0 1
""——Fhrl"—_’

Calculated 66 119 107 64 20 10 3 1

Whence y!'=803 and P="25.
Best fitting binomial (1'0889— 0889) %313 % 400 for which £=-37.

IV. Mean =4'68 : yp=4"46 : uy;=4-98.
0 1 2 3 4 b 6 7 8 g 10 11 12
Actual 0 20 43 53 86 T0 H4 37T 18 10 & 2 2
Calculated 4 17 41 63 74 70 54 38 21 11 b 2 1
Whence y*=972 and P=-64.
Best fitting binomial (85254 -0475)%5% % 400 for which P=-68.

Fuente;(Student, 1907, pags. 35657).

Puede observarse quela estimacion Il corresponde a una distribucién cuya
varianza essuperior a su media3ly que el ajuste del poligono binomial se realizé

mediante una expansién negativa. Asi, puede concluirse que Gosset obtuvo ahi la

31El lector debe recordar que anteriormente se definié esta distribucion como una de las
caracteristicas distintivas de la NB que le permiten ser y ser vista como una generalizacion de la
distribucion de P oisson.



distribucion binomial negativa, que a juzgar por las series de potencias
desarrolladas y por lo visto en el lugar referido por el autor en cuestion, asi como
también por lo visto en la presente investigacion, parece serque se trata de la

distribucion binomial negativa 132,

En este sentido, el lector podra encontrar en los @exosde esta investigacion una
explicacion y un caso aplicado simple de la NB1, puesto que su utilidad no es
menor; sin embargo, en el resto del cuerpo principal de esta investigacion se hara

énfasis en la NB2.

Como se mostrd anteriormente en la presente investigacion, el nUmero de éxitos
(con probabilidad 1)) en una sucesiéon de¢ 1i "Qd& lbd ensayos de Bernoulli
siguen una distribucion binomial con parametros ¢ y . Sin embargo, ¢,qué
ocurriria si desea estudiar tales ensayos (que representan observaciones y eventos,
de un experimento compuesto -la distribucion de Bernoulli puede comprenderse
como un experimento simple -) hasta que se obtuviese algin nimero deseado de
éxitos?, o, dicho deforma mas general, ,como modelar el estudio cientifico de un
fendmeno natural o social que se deseabordar tedricamente en términos del curso
del desarrollo, que implica la manifestacion de sus multiples rasgos o
caracteristicas de tal o cual forma y de tal o cual importancia especificahasta que
estedesarrollo manifestara alguno de esos tales o cuats rasgos ocaracteristicas
definid os por el investigador segun las necesidades concretas de la investigacion?
Los grandes personajes de la Estadistica Matematica y la Estadistica Aplicada con

quienes tanto el lector como yo hemos tenido el placer de convesar a lo largo de

32 Debido a que las formasde los desarrollos matematicos han cambiado profundamente desde que
Gosset escribié su investigacion en los laboratorios bioquimicos de Karl Pearson entre 1907 y 2008
no es facil establecer cuando dos objetos matematicosa equivalentes debido a toda la evolucién
gue ha tenido la Estadistica Matematica desde que fue fundada por Karl Pearson hace alrededor de
100 afios. Si el lector echa un vistazo rapido a las investigaciones de Gosset se dara cuenta que las
matematicas involucradas son similares a las conenidas en las investigaciones de Karl Pearson en
cuanto a estilo, y esto es asi porque Karl Pearson fue decisivo en el robustecimiento matematico de
las investigaciones de Gossens.



esta investigacion se encargaron de resolver de distintas formas la segunda

pregunta realizada anteriormente.

Finalmente, se plantearan los momentos de la distribucion binomial negativa 2, su
funcion generadora de momentos y su funcion caracteristica, sobre la cual se

hablara con un poco mas de detalle en los anexos.

Estos constructos tedricos (los objetos matematicos bajo la etiqueta denomentos de
probabilidajlson las¢ ii "Qa sub-localizaciones33 dentro de un Campo de
Probabilicad®# que proporcionan a la distribucién de probabilidad su forma, escala 'y
otros aspectos de su localizacién subregional especifica (en lai 6 @Qi "Q@e l&
¢ Qi "Q@mn gie la distribucion esta definida) de forma completa dentro del
campo de probabilidad al que pertenece la distribucién de probabilidad estudiada.
Los momentos descritos a continuacion son tomados de(Bagui & Mehra, 2019,
pag. 44). Los momentos expuestos a continuacion son tomados de(Bagui & Mehra,
2019, pag. 44) mientras que la funcion generatriz de momentos y funcién
caracteristica pueden encontrarse en(Walck, 1996, pag. 102y en (Wikipedia,
2020):

Primer Momento de Probabilidad (Nombre: Media Artimética)

.
% otigop W

00 —
N

33 Segun (Wiki pedia, 2020) los grados deliber t ad pueden definirse como OEI n Y
independientes por las que un sistema dinamico puede moverse (desarrollarse), sin violar ninguna

restriccién impuesta (en el modelo), se denomina nimero de grados de libertad. En otras palabras,

el numero de grados de libertad se puede definir como el nUmero minimo de coordenadas
independientes que pueden especificar |l a posici-n del
coordenadas del campo de probabilidad a nivel de su estructura (la base candnica, conjunto

generador o conjunto de vectores linealmente independientes que generan el espacio lineal), i.e., los

grados de libertad, estan dadas; por ello es que se regionalizan aqui las coordenadas, puesto que
comosefialalafuenteant es <ci t ada 0 8 fextodntredactodios miedéniintradacis d

grados de libertad como parametros de distribuciéon o mediante pruebas de hipétesis, es lao

geometria subyacente la que define los grados de libertad y es fundamental para una comprasién

adecuada del concepto. 6

34 Entiéndase por ellos como los define (Kolmogoérov, 1956, pag. 2)



Segundo Momento de Probabilidad (Nombre: Varianza)

0 & W oaetwap §

i
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Aplicando a ‘'O @ un poco de algebra puede transformarse de la siguiente forma:

” N ﬁ ‘ ‘l_Fl ’Q é é @ 'Qp h
Puede verificarse de la identidad anterior que la distribucion binomial negativa 2
tiene la caracteristica ce que su varianza puede ser mas grande que su medi y esto
es precisamente el hecho que le permite erigirse como una alternativa mas flexible

que la distribucién de Poisson, es decir, una generalizacidon en el contexto definido.
Tercer Momento de Probab#éid (Nombre: Coeficiente de Asimetria)

¢ N

oW —_—
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Cuarto Momento de Probabilidad (Nombre: Curt#3is

i 1 p N
Funcién Generatriz de Momentos
o0 2R hoied e 178G
p NQ

Funcién Generatriz dProbabilidades

sroo XUk hoiod s D
p na n
Funcién Caracteristica
p N o~ s~ r s
00O — h Q&0 ¢ & A
P NQ
»Del griego TURFt?Y. Esa es la raz-n por la que

en el idioma inglés se escrbe con la letra inicial k.



Lo anterior36 puede resumirse en las siguientes imagenes, en las graficas de
distribucion de masa binomial negativa son construidas mediante la asignacion de

diferentes valores para la variable y parametros de interés:

Figura6
Moments
Mean: ﬂ]p_—*"
Variance: at L-_ P
Mode: The largest integer < r—_l-’p]—_pj-
Mean Deviation: 2u("TU N (1 — p)rpr Y,

where u is the smallest integer
greater than the mean. [Kamat 1965]
1

\.-’r'tl—_n]

Coefficient of Variation:

- -
Coefficient of Skewness: —E2—
. r(1—p)
1 . ] = . . 2
Coefficient of Kurtosis: 3+ % +

r(1—p)
Central Moments: fpi1=1q (%:J—* + %fr,uk_l),
where g =1—p, o =1 and py = 0.

Moment Generating Function: (1l —qel) ™

Probability Generating Function: p"(1 — gt)™"

Fuente:(Krishnamoorthy, 2006, pags. 9899).

36 En los anexos se expondra la estructura matemética de los primeros dos momentos muestrales de
la NB2.
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Figure 7.1 Negative Binomial Probability Mass Functions: k is the Number of Failures
until the rth Success

Fuente:(Krishnamoorthy, 2006, pag. 99)
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Figure A.83: NegativeBinomial2 distribution plotted using the provided R code.

Fuente(Swat, Grenon, & Wimalaratne, 2017, pag. 197)

La capacidad de resolver problemas aplicados latentes en einstrumental anterior
puede verse, por ejemplo, como se sefiala en(DeGroot & Schervish, 2012, pag. 297)
para el caso en que se desee monitoredr alglin equipo, se va a suponer aqui que es
capital fijo perteneciente al Sector | (Sector Productor de Medios de Produccién)
con la finalidad de deter minar los puntos del desarrollo de su vida util en que
necesita mantenimiento. La estimacion del nimero de puntos38 o eventos de

interés a observar en dicha trayectoria evolutiva del sistema previo a que la alarma
del equipo de monitoreo notifique al operar io de tal monitor un namero fijo de
veces que el equipo requiere mantenimiento se puede modelar con la distribucién

binomial negativa 2.

Asi, supongase que el apital fijo definido anteriormente produce partes que
pueden ser 6ptimas o defectuosas. Sea psila™Q 1i "Qoparte es defectuosa

(puesto que se quiere encontrar el punto en que la alarma notifique necesidad de

37 Mediante la utilizacién de algin equipo de monitoreo especializado para el caso.

38 Los puntos de la trayectoria de un sistema (de ecuaciones diferencales o en diferencias) son los
instantes temporales que conforman su trayectoria evolutiva (conocida como evolucion del sistema,
gue en este caso es la evolucién en el sentido de su vida Util hasta alcanzar un valor de descarte
contable). Por ejemplo, si utna computadora tiene una vida Util contable de 5 afios y se desea
monitorear su vida Uutil en unidades temporales anuales, los puntos serian 5, en donde cada punto
representaria 1 afio de los 5 afios de vida til contable en total.



mantenimiento) y sea® Tten cualquier otro lado. Asumiendo que tanto las
partes optimas como las defectuosas son independienes (es decir, la produccion
de una pieza defectuosa no afecta la produccién de otra, por lo que sus
probabilidades de ocurrencia no poseen relacion) y cada una de elas con

probabilidad 0 & p fparatodoQ ii "Qépérte defectuosa.

Esta secuertia de ensayos de Bernoulliimplicita en la NB2 puede ser infinita, en
donde cada una de las opciones son definidas en términos de éxito o fracaso (en
este caso, logxitos son cada punto en el que el capital fijo requiere mantenimiento
a causa de la detecion de la produccion de una pieza defectuosa) con probabilidad
de éxito r). En esta seccion se estudiara la distribucién de probabilidad del numero
de fracasos que @urrirdn antes que ocurran exactamentei éxitos en el
experimento definidos en los términos expuestos anteriormente, endoénde i es

cualquier entero no negativo.

Asi, en un experimento disefiado bajo tales especificaciones, es posible utilizar la
distribuc i6bn de masa de probabilidad binomial negativa, en la que @ representa el
namero de fracasos antes de que el Ti "Qdéxgito ocurra, que adopta la siguiente
forma funcional:

3 i o p . _— o
"Qed o TP MRy Gios @ iphe8 h Cu

~

mh Q& 0IR&Hi €
Noétese que (28) pertenece dDeGroot & Schervish, 2012, pag. 29Y, mientras que
(27) al final de la seccion anterior pertenece a(Casella & Berger, 2002, pag. 95)sin
embargo, a todas luces son equivalentesAdemas, nétese quela expansion del
coeficiente binomial en (28) no apareceen ninguna de las fuentes referidas.Sin
embargo, puede extraerseesta informacion tanto de (Mittelhammer, 2013, pag.
182), especificamente de la linea #6 y #7 del primer parrafo, asi como tambiénde
(Wikipedia, 2020). Ahi puede verificarse que dicho coeficiente permitiria re -

expresar (28) en los siguientes términos



W i A

i T pAGAN P N R fdiod @ ripksh ¢ w
h Q& 0 iwdi €

La distribucién binomial negativa debe comprenderse, engeneral, en términos del
namero de ensayos de Bernoulli (experimentos simples) requerido para obtener
algun namero fijo de éxitos, tal como se observa en(Casella & Berger, 2002, pag.
95), asi como también en(Mittelhammer, 2013, pags. 18:183)y en (Wackerly,
Mendelhall 1ll, & Scheaffer, 2010, pags. 121123), que esla distribucién binomial
negativa 1 que se tratara en losanexos; por ello debe sfialarse, como observa
(Cohen & Cohen, 2008, pag. 1665 ue 0 The general definition of
binomial does not require that n be a nonnegative integer. However, because we
are interested in the physical interpretation of the density, we will focus our
attention on p8isambarge, éantd (B8) rgog29spértenecen a la
distribucion binomial negativa 2, que se obtiene redefiniendo la necesidad de
investigacion que la herramienta NB1 resuelve en términos del nimero de ensayos
de Bernoulli, que se definen como fracasos , requerido para obtener obtener un
namero fijo de éxitos, con lo que se obtiene la distribucién binomial negativa 2.
Sobre la distribucién binomial negativa 1 se hablara en los anexos con mayor

detalle.

Como se explicé anteriormente, la razén por la que aqui se ha hecho énfasis
analitico en NB2 en lugar de NB1 se encuentra erla facilidad de alcanzar mayor
riqueza analitica al estudiar la NB en términos de un cuerpo tedrico mucho més
general que ella, asicomo también por sus origenes histéricos, que es tan viejo
como la Estadistica, tal y como se veraa continuacion; estainvestigacion puede
tener alguna utilidad en allanar el camino para una réplica de si en el que la
distribucion binomial negativa de es tudio fuese la NB1, sin embargo, ello
probablemente podria implicaria un esfuerzo mayor que el realizado en esta
investigacion concerniente a la recopilacion de fuentes histéricas al respecto, lo

cual tiene que ver en alguna medida con que la NB2 facilitalas estimaciones en



relacion a sus pares, aunque la NB1 es la NB que responde a una pregunta mas

general, al menos en comparacion con la NB2.

Si el lector consulta (Ibe, 2013, pag. 19)notara que ladistribucion de Pascal que el

autor presenta es equivalente a la forma de la NB(Wackerly, Mendelhall 111, &

Scheaffer, 2010, pag. 122 (Mittelhammer, 2013, pag. 182)de la NB1, que aparece

junto con la NB2 tanto en (Walck, 1996, pag. 102fomo en (Casella & Berger, 2002,

pag. 95%9, especificamenteen el lugar en el que inicia su exposicion sobre la NB,

que a su vez ® corrobora segun(Cook, 2009, pag. 1)yue es la forma funcional de la

NB etiqguetadacomoNBl;, si n embargo, siendo rigurosos,
negative binomial distribution is not as a Poissodgamma mixture, which is a

rather new parameterization. The earliest definitions of the negative binomial are

based on the binomial PDF. Specifically, the negative binomial distribution is

characterized as the number of failures before the rth success in a series of

independent Bernoulli trials. The Bernoulli distribution is, as you may recall, a

binomial distribution with the binomial denominator set at one (1). Given r as an

integer, this form of the distribution is also known as a Pascal disribution, after

mathematician Blaise Pascal (16281662). However, for negative binomial models,

rris taken as a real number gr eat dHilbet han O,
2011, pag.3). Asi, la primera NB en aparecer fue la NB2, aunque ro exactamente

como se le conoce hoy en dia, aunque si bajo la misma légica: determinar el

namero de fracasosnecesarios antes de una cantidad fija de éxitos.

Por otro lado, la sintaxis en R correspondiente a la distribucion binomial negativa 2
seria, segun(Heiberger & Holland, 2015, pag. 825)y segun las especificaciones
matematicas brindadas en el paquete informatico, que pueden localizarse en(MIT,

2017) a la que se muestra en las figuragpresentadas a continuacion:

39 En ambos autores la presatacion inicial con la NB1 y tras su manipulacion matematica se arriba
ala NB2.



Figura9

J.3.5 Negative Binomial

dnbinom(x, size = 8.5, prob = 0.4)
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=1 allHAA

0.00 - _-III HHDDDDDDDD
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X

> dnbinom(17, size=8.5, prob=.4)
[1] 0.04338

> print(pnbinom(17, size=8.5, prob=.4), digits=17)
[1] 0.81209497223034977

> gnbinom(0.81209497223034977, size=8.5, prob=.4)
(1] 17

Fuente (Heiberger & Holland, 2015, pag. 825)

Figura10

Description

Density, distribution function, quantile function and random generation for the negative binomial distribution with parameters size and prob.
Usage

dnbinom({x, size, prob, mua, log = FALSE)

pnbinom(g, size, probk, ma, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

gnkbinomip, size, prob, ma, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)
rnkbinomin, size, prob, ma)

Fuente:(MIT, 2017).



Figurall

Arguments

=
vector of (non-negative integer) quantiles.

vector of quantiles.
vector of probabilities.

number of observations. If 1engtnn) > 1, the length is taken to be the number required.

size
target for number of successful trials, or dispersion parameter (the shape parameter of the gamma mixing distribution). Must be strictly positive, need not be integer.

probability of success in each trial 0 < prob <= 1.

alternative parametrization via mean: see “Details™

log, leg.p
logical; if TRUE, probabilities p are given as log(p).

lower.tail

logical; if TRUE (default), probabilities are P/X = x]. otherwise, P/X = xJ.

Fuente:(MIT, 2017).

La sintaxis de la figura anterior exhibe la particularidad de utilizar una funcion de
densidad y con ello estar habilitada para ingresar valores continuos en la funcion
(otrora masa, ahora densidad), la explicacion de ello obedece, segun el contexto, al
Teorema Central del Limite, a la Ley de los Grandes NUumeros o al Teorema
Ergddico; sin embargo, ello no pertenece estrictamente al foco de la investigacién,

por lo que se hablara sintéticamente sobre ello en bs anexos.

Sobre la sintaxis de R en si mismaespecto a laNB2 el lector simplemente debe
notar que para los finesde la presente investigacion ya estan definidasa i y ) (que
en el paquete informético R aparece comor i 8, ési como tambiéni (que en el
paquete informatico R esi "Qarflentras que respectoa la funcion cuantil y sobre la
parametrizacion alternativa via el primer momento de probabilidad se hablara en

los anexas, por lo que no hay nada mas que agregar al respecto.



IV.VI. Distribucion NBII. Ejemplos Manuales y Automatizados con R Studio
Retomando el ejemplo localizado en (DeGroot & Schervish, 2012, pag. 87), (28)
tomaria la siguiente apariencia:
® T pA, ‘
"o T pAnAl P T R §oiod @ nphcf8h
T Q& 0 iwdi €
A continuacién, mediante el uso de una Texas Instruments nspire CX CAS, sin
recurrir a ninguna sintaxis particul ar de la misma, i.e., planteando las operaciones
en términos de adiciones, diferencias, productos, cocientes, potencias y factoriales,
se realizaran estimaciones para valores devy de 1) seleccionados arbitrariamente

con fines orientados puramente a la daridad expositiva.

El lector debe tener presente que cada ensayo de Bernoulli tienaina naturaleza
intrinsecamente aleatoria (por ello poseen una familia de distribuciones de
probabilidad que los describen) y, por consiguiente, deben tener una probabilid ad
individual de ocurrencia no relacionada (porque se asumen como independientes);
tal probabilidad de ocurrencia se define en términos de dos conjuntos de ensayos.

A tales conjuntos puede comprendérseles de la siguiente manera: se dispone del
conjunto de ensayos que corresponden a los sucesos considerados como fracasos y
del conjunto que lo complementa, es decir, del conjunto de ensayos que
corresponde a los sucesos considerados como éxitos. Asi, supdéngase que cada
ensayo de Bernoulli tiene una probabilidad dey 18t mt yla cantidad de tales
ensayos, es decir, el nimero de fracasos o event no deseados hasta la ocurrencia
de 4 éxitos o eventos de interés (es decir, hasta que el sistema de alarmas reporte 4
veces que el capital fijo produjo una pieza defectuosadel bien de capital que

produce) se estima de la siguiente forma:

"Qp TSt pmmr pAnar T8t T8t 8
p Tl v T pApnh T LP v TTTTT8Q X

Lo mismo puede verificarse en el instrumento especificado previamente:



Figura 12

Fuente:Estimacion propia mediante una Texas Instruments nspire CX CAS.

Por otro lado, la sintaxis en R para esteejercicio puede escribirse de la siguiente

manera.




















































































